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Ââåäåíèå

Ó÷åáíèê ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ïðîâåäåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé ïî óðàâíå-
íèÿì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ñî ñòóäåíòàìè òðåòüåãî êóðñà ôàêóëüòåòà
ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè è êîìïüþòåðíûõ íàóê. Ó÷åáíèê áàçèðóåòñÿ íà ëåê-
öèÿõ, êîòîðûå áûëè ðàçðàáîòàíû, ïðî÷èòàíû è îïóáëèêîâàíû ïðîôåññîðîì
Âèêòîðîì Èîñèôîâè÷åì Þäîâè÷åì.

Àâòîðû ó÷åáíèêà � îïûòíûå ïðåïîäàâàòåëè, êîòîðûå ïðèäåðæèâàþò-
ñÿ ñëåäóþùåé êîíöåïöèè ïðîâåäåíèÿ çàíÿòèé. Ñòóäåíò, îáëàäàþùèé ïðàê-
òè÷åñêèìè íàâûêàìè ïî äàííîìó êóðñó, äîëæåí íå ïðîñòî óìåòü ðåøàòü
çàäà÷è ïî ãîòîâûì ðåöåïòàì. Îí äîëæåí ïîíèìàòü ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïî-
ñòàíîâîê çàäà÷, àêòèâíî ïðèìåíÿòü òåîðèþ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ, âèäåòü ñâÿçü ìåæäó ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêîé è äðóãèìè ïðåäìåòàìè
� ìàòåìàòè÷åñêèì àíàëèçîì, àëãåáðîé, îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëü-
íûìè óðàâíåíèÿìè, ôóíêöèîíàëüíûì àíàëèçîì.

Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà
êëàññèôèêàöèè óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà.

Â òðåòüåé ãëàâå âûâîäÿòñÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè è äèôôóçèè
ïðè ðàçëè÷íûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ, à òàêæå ñòàâÿòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà-
÷è.

×åòâåðòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà êîíå÷íîìåðíûì ìîäåëÿì � â íåé ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè â ïðîñòðàíñòâå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
ìíîãî÷ëåíîâ.

Â ïÿòîé è øåñòîé ãëàâå ìåòîä Ôóðüå ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ îäíî-
ðîäíûõ è íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé.

Â ñåäüìîé ãëàâå ðåøàþòñÿ çàäà÷è â áåñêîíå÷íûõ îáëàñòÿõ íà îñíîâå
ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.

Ïåðâàÿ, òðåòüÿ, ÷åòâåðòàÿ ãëàâà íàïèñàíû Ñ.Â.Ðåâèíîé, âòîðàÿ, ïÿòàÿ
è øåñòàÿ ãëàâà � Î.À.Öûâåíêîâîé, ñåäüìàÿ ãëàâà � Ë.È.Ñàçîíîâûì.
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Çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

1.1 Ïåðâàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à

Ôèçè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è. Íàéòè ñîáñòâåííûå ïîïåðå÷íûå
êîëåáàíèÿ îäíîðîäíîé ñòðóíû ñ çàêðåïëåííûìè æåñòêî êðàÿìè.

Ïóñòü â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ ñòðóíà çàíèìàåò îòðåçîê 0 6 x 6 ` âåùå-
ñòâåííîé îñè. Òîãäà êàæäîé òî÷êå x ∈ [0, `] ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåò-
ñòâèå X(x) � ïîïåðå÷íîå îòêëîíåíèå ñòðóíû îò ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ.
Ôóíêöèÿ X(x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ñòðóíû
ñ ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè λ. Òàê êàê ïî óñëîâèþ êîíöû ñòðóíû æåñòêî
çàêðåïëåíû, òî îòêëîíåíèå íà êîíöàõ ðàâíî íóëþ:

X(0) = 0, X(`) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷å äëÿ óðàâíåíèÿ êîëåáà-
íèé ñòðóíû.

X ′′ + λX = 0, x ∈ (0, `); (1.1)

X(0) = 0; (1.2)

X(`) = 0. (1.3)
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Òðåáóåòñÿ íàéòè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà λ (ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ), ïðè
êîòîðûõ ñóùåñòâóþò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.1) (ñîáñòâåííûå
ôóíêöèè), óäîâëåòâîðÿþùèå êðàåâûì óñëîâèÿì (1.2)�(1.3).

Ñíà÷àëà äîêàæåì âàæíîå ñâîéñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïåðâîé êðà-
åâîé çàäà÷è � âåùåñòâåííîñòü è ïîëîæèòåëüíîñòü.

Çàäà÷à 1.1. Íå ðåøàÿ óðàâíåíèå, äîêàçàòü, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïåð-
âîé êðàåâîé çàäà÷è âåùåñòâåííû è ïîëîæèòåëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî λ ∈ C � íåêîòîðîå ñîáñòâåííîå çíà-
÷åíèå, è åìó îòâå÷àåò X(x) 6≡ 0 � âîîáùå ãîâîðÿ, êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ñîá-
ñòâåííàÿ ôóíêöèÿ.

Çàïèøåì èñõîäíîå óðàâíåíèå (1.1) â âèäå

−X ′′ = λX.

Óìíîæèì îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ íà X∗(x) è ïðîèíòåãðèðóåì ïî
x îò 0 äî ` (çâåçäî÷êà îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå):

−
`∫

0

X ′′(x)X∗(x)dx = λ

`∫

0

X(x)X∗(x)dx. (1.4)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðîèçâåäåíèå êîìïëåêñíîãî ÷èñëà íà êîìïëåêñíî-
ñîïðÿæåííîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàò ìîäóëÿ ýòîãî ÷èñëà, ïðåîáðàçóåì
ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà:

−
`∫

0

X ′′(x)X∗(x)dx = λ

`∫

0

|X(x)|2dx.

Â ëåâîé ÷àñòè ïðèìåíèì ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:

−
`∫

0

X ′′(x)X∗(x)dx = −X∗(x)X ′(x)

∣∣∣∣∣

`

0

+

`∫

0

|X ′(x)|2dx.

Â ñèëó êðàåâûõ óñëîâèé (1.2)�(1.3) ïîäñòàíîâêà îáðàùàåòñÿ â íîëü.
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Îêîí÷àòåëüíî, (1.4) ïðèíèìàåò âèä:
`∫

0

|X ′(x)|2dx = λ

`∫

0

|X(x)|2dx.

Òàê êàê X(x) 6≡ 0, òî èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ìîæíî âûðàçèòü λ:

λ =

∫̀
0
|X ′(x)|2dx

∫̀
0
|X(x)|2dx

.

Î÷åâèäíî, ÷òî λ âåùåñòâåííî è íåîòðèöàòåëüíî.
Îòäåëüíî ðàññìîòðèì ñëó÷àé λ = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî λ = 0 ÿâëÿåòñÿ

ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì. Èç ðàâåíñòâà
`∫

0

|X ′(x)|2dx = 0

âûòåêàåò, ÷òî |X ′(x)|2 = 0 ïî÷òè âñþäó íà îòðåçêå [0, `]. Òàê êàê X ′(x)

íåïðåðûâíà, òî
X ′(x) ≡ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, X(x) = const, à èç êðàåâûõ óñëîâèé âûâîäèì, ÷òî êîíñòàí-
òà ðàâíà íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, íóëåâîìó çíà÷åíèþ λ ñîîòâåòñòâóåò ëèøü
òðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Ïîýòîìó ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðåâîé êðàåâîé çà-
äà÷è ïîëîæèòåëüíû.

Òåïåðü íàéäåì ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ êðàåâûõ
óñëîâèé ïåðâîãî ðîäà.

Çàäà÷à 1.2. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ïåðâîé
êðàåâîé çàäà÷è (1.1)�(1.3).

Ñîñòàâèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí óðàâíåíèÿ è íàéäåì åãî êîð-
íè:

µ2 + λ = 0; µ1,2 = ±i
√

λ.
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Òàê êàê óæå äîêàçàíî, ÷òî λ âåùåñòâåííî è íåîòðèöàòåëüíî, òî êîðíè õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ÷èñòî ìíèìûå, è îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
èìååò âèä:

X(x) = A cos(
√

λx) + B sin(
√

λx).

Ó÷òåì êðàåâûå óñëîâèÿ. Èç êðàåâîãî óñëîâÿ â íóëå(1.2) ñëåäóåò, ÷òî

X(0) = A = 0.

Èç êðàåâîãî óñëîâèÿ â x = ` (1.3) ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

X(`) = B sin(
√

λ`) = 0.

Ïîñòîÿííàÿ B íå ìîæåò îáðàùàòüñÿ â íîëü, òàê êàê ðàçûñêèâàåòñÿ íåòðè-
âèàëüíîå ðåøåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

sin(
√

λ`) = 0.

Ó÷èòûâàÿ ïîëîæèòåëüíîñòü λ, íàõîäèì êîðíè ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ
√

λ` = πk, k ∈ N.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñ÷åòíî, è îíè çàäà-
þòñÿ ôîðìóëîé

λk =

(
πk

`

)2

, k ∈ N.

Èì ñîîòâåòñòâóþò ñîáñòâåííûå ôóíêöèè

Xk(x) = Bk sin
πk

`
x, k ∈ N.

Òàê êàê ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñ îäíîðîäíûìè êðàåâûìè óñëîâè-
ÿìè îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ, òî Bk � ïðîèç-
âîëüíûå íåíóëåâûå ïîñòîÿííûå. Ïîëîæèì Bk = 1.

Îòâåò. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è èìåþò âèä

λk =

(
πk

`

)2

, k ∈ N,

à ñîáñòâåííûå ôóíêöèè

Xk(x) = sin
πk

`
x, k ∈ N.
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Åñëè â êà÷åñòâå ñòðóíû ñ çàêðåïëåííûìè êîíöàìè ðàññìàòðèâàòü ñòðó-
íó ìóçûêàëüíîãî èíñòðóìåíòà, òî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ñîáñòâåííûå ôóíê-
öèè ìû âèäèì, à ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñëûøèì. Äåéñòâèòåëüíî, ñîáñòâåí-
íûå ôóíêöèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé àìïëèòóäó êîëåáàíèé ñòðóíû, à ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ � ýòî êâàäðàòû ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé

ωk =
πk

`
, k ∈ N.

Ñàìàÿ íèçêàÿ ÷àñòîòà � â äàííîì ñëó÷àå

ω1 =
π

`

� íàçûâàåòñÿ îñíîâíûì òîíîì ñòðóíû, à îñòàëüíûå � îáåðòîíàìè. Òåìáð
çâóêà çàâèñèò îò îñíîâíîãî òîíà è îáåðòîíîâ.

Èíòåðåñíî ïîôàíòàçèðîâàòü î òîì, êàê èçìåíèëñÿ áû ìèð çâóêîâ, åñëè
áû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé áûëî áû, íàïðèìåð, êîíå÷íîå , à íå ñ÷åòíîå ÷èñëî,
èëè îíè áû ñîñòàâëÿëè ìíîæåñòâî ìîùíîñòè êîíòèíóóì.

Îòìåòèì, ÷òî ïîìèìî ñîáñòâåííûõ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé ñòðóíû,
óðàâíåíèå (1.1) îïèñûâàåò òàêæå ñîáñòâåííûå ïðîäîëüíûå êîëåáàíèÿ ñòðó-
íû, ñòåðæíÿ è ïðóæèíû.

Ñëåäóþùèå çàäà÷è ñ ïîìîùüþ çàìåíû ëèáî íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé,
ëèáî íåèçâåñòíîé ôóíêöèè ñâîäÿòñÿ ê "ñòàíäàðòíîé"êðàåâîé çàäà÷å (1.1)�
(1.3).

Çàäà÷à 1.3. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ïåð-
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âîé êðàåâîé çàäà÷è íà îòðåçêå x ∈ [a, b]:

X ′′ + λX = 0, x ∈ (a, b);

X(a) = 0;

X(b) = 0.

Îòâåò. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè èìåþò âèä

λk =

(
πk

b− a

)2

, Xk = sin
πk

b− a
(x− a) k ∈ N.

Çàäà÷à 1.4. Ïóñòü k � ôèêñèðîâàííàÿ ïîñòîÿííàÿ. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ λ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ñëåäóþùåé çàäà÷è:

X ′′ + kX ′ + λX = 0, x ∈ (0, `);

X(0) = 0;

X(`) = 0.

Îòâåò. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè èìåþò âèä:

λk =
k2

4
+

(
πk

`

)2

; Xk = e
−
kx

2 sin
πk

`
x k ∈ N.

1.2 Âòîðàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à

Ôèçè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è. Íàéòè ñîáñòâåííûå ïîïåðå÷íûå
êîëåáàíèÿ îäíîðîäíîé ñòðóíû, åñëè êîíöû ñòðóíû ñâîáîäíû.

Ïóñòü, ïî-ïðåæíåìó, X(x), x ∈ [0, `] � ïîïåðå÷íîå îòêëîíåíèå ñòðó-
íû îò ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ. Óðàâíåíèå ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ñòðóíû
îñòàåòñÿ íåèçìåííûì, à óñëîâèÿ ñâîáîäíûõ êîíöîâ ìàòåìàòè÷åñêè çàïèñû-
âàåòñÿ êàê ðàâåíñòâî íóëþ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè X(x) íà ãðàíèöå:

X ′(0) = 0, X ′(`) = 0.

Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ñèëà íàòÿæåíèÿ ñòðóíû ïðîïîðöèîíàëüíà ïåðâîé
ïðîèçâîäíîé.



1.2. Âòîðàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à 11

Íàëè÷èå ñâîáîäíûõ êîíöîâ ìîæíî íàãëÿäíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì: íà êîíöû ñòðóíû íàäåòû êîëå÷êè, êîòîðûå ìîãóò ñâîáîäíî äâè-
ãàòüñÿ ïî ñòåðæåíüêàì, ðàñïîëîæåííûì ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè x.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì êî âòîðîé êðàåâîé çàäà÷å äëÿ óðàâíåíèÿ
êîëåáàíèé ñòðóíû.

X ′′ + λX = 0, x ∈ (0, `); (1.5)

X(0) = 0; (1.6)

X(`) = 0. (1.7)

Òðåáóåòñÿ íàéòè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà λ (ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ), ïðè
êîòîðûõ ñóùåñòâóþò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.5) (ñîáñòâåííûå
ôóíêöèè), óäîâëåòâîðÿþùèå êðàåâûì óñëîâèÿì (1.6)�(1.7).

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî, â îòëè÷èå îò ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è, ó âòîðîé êðàå-
âîé çàäà÷è åñòü íóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå.

Çàäà÷à 1.5. Íå ðåøàÿ óðàâíåíèå, äîêàçàòü, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âòî-
ðîé êðàåâîé çàäà÷è âåùåñòâåííû è íåîòðèöàòåëüíû, ïðè÷åì λ = 0 ÿâëÿåòñÿ
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì, è åìó îòâå÷àåò ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ X = const.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîâòîðÿÿ òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è â ñëó÷àå êðàåâûõ
óñëîâèé ïåðâîãî ðîäà, ïðèõîäèì ê òîìó æå ñàìîìó âûðàæåíèþ äëÿ ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé:

λ =

∫̀
0
|X ′(x)|2dx

∫̀
0
|X(x)|2dx

.

Î÷åâèäíî, ÷òî λ âåùåñòâåííî è íåîòðèöàòåëüíî.
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Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé λ = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî λ = 0 ÿâëÿåòñÿ
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì. Èç ðàâåíñòâà

`∫

0

|X ′(x)|2dx = 0

âûòåêàåò, ÷òî |X ′(x)|2 = 0 ïî÷òè âñþäó íà îòðåçêå [0, `]. Òàê êàê X ′(x)

íåïðåðûâíà, òî
X ′(x) ≡ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, X(x) = const. Íî êîíñòàíòà óäîâëåòâîðÿåò êðàåâûì óñëî-
âèÿì (1.6)�(1.7). Òàêèì îáðàçîì, íóëåâîìó çíà÷åíèþ λ â êà÷åñòâå ñîáñòâåí-
íîé ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóåò íåíóëåâàÿ êîíñòàíòà.

Òåïåðü íàéäåì ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ êðàåâûõ
óñëîâèé âòîðîãî ðîäà.

Çàäà÷à 1.6. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè âòîðîé
êðàåâîé çàäà÷è (1.5)�(1.7).

Êàê óæå áûëî äîêàçàíî, λ = 0 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì, è åìó
îòâå÷àåò ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ X0 = 1.

Ïóñòü òåïåðü λ > 0. Òîãäà îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ èìååò âèä:

X(x) = A cos(
√

λx) + B sin(
√

λx),

è åãî ïðîèçâîäíàÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

X ′(x) = −
√

λA sin(
√

λx) +
√

λB cos(
√

λx).

Ó÷òåì êðàåâûå óñëîâèÿ. Èç êðàåâîãî óñëîâèÿ â íóëå (1.6) ñëåäóåò, ÷òî

X ′(0) =
√

λB = 0.

Òàê êàê λ > 0, òî B = 0.
Èç êðàåâîãî óñëîâèÿ íà êîíöå x = ` (1.7) ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

X ′(`) = −
√

λA sin(
√

λ`) = 0.
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Òàê êàê A 6= 0 è λ > 0, òî, êàê è äëÿ çàäà÷è ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè ïåðâîãî
ðîäà, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óðàâíåíèå:

sin(
√

λ`) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïîëó÷àåì
òå æå âûðàæåíèÿ, ÷òî è â ñëó÷àå ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è

λk =

(
πk

`

)2

, k ∈ N.

Êàæäîìó λk ñîîòâåòñòâóåò ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ

Xk(x) = Ak cos
πk

`
x, k ∈ N.

Ïîëîæèì Ak = 1.
Îòâåò. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âòîðîé êðàåâîé çàäà÷è èìåþò âèä

λ0 = 0, λk =

(
πk

`

)2

, k ∈ N,

à ñîáñòâåííûå ôóíêöèè

X0 = 1, Xk(x) = cos
πk

`
x, k ∈ N.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñìåøàííûå êðàåâûå óñëîâèÿ. Â ñëå-
äóþùèõ çàäà÷àõ íà îäíîì êîíöå ñòðóíû ñòàâèòñÿ êðàåâîå óñëîâèå ïåðâîãî
ðîäà, à íà äðóãîì � âòîðîãî ðîäà.
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Çàäà÷à 1.7. Ðàññìîòðèì ñîáñòâåííûå ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ îäíîðîäíîé
ñòðóíû x ∈ [0, `], åñëè ëåâûé êîíåö ñòðóíû æåñòêî çàêðåïëåí, à ïðàâûé
ñâîáîäåí.
1. Âûïèøèòå ìàòåìàòè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è.
2. Äîêàæèòå, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âåùåñòâåííû è ïîëîæèòåëüíû.
3. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè.

Îòâåò. Äëÿ çàäà÷è

X ′′ + λX = 0, x ∈ (0, `); (1.8)

X(0) = 0; (1.9)

X ′(`) = 0. (1.10)

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè èìåþò âèä:

λk =

(
π(2k − 1)

2`

)2

, Xk = sin
π(2k − 1)

2`
x k ∈ N.

Çàäà÷à 1.8. Ðàññìîòðèì ñîáñòâåííûå ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ îäíîðîäíîé
ñòðóíû x ∈ [0, `], åñëè ëåâûé êîíåö ñòðóíû ñâîáîäåí, à ïðàâûé æåñòêî
çàêðåïëåí.
1. Âûïèøèòå ìàòåìàòè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è.
2. Äîêàæèòå, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âåùåñòâåííû è ïîëîæèòåëüíû.
3. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè.

Îòâåò. Äëÿ çàäà÷è

X ′′ + λX = 0, x ∈ (0, `); (1.11)

X ′(0) = 0; (1.12)

X(`) = 0. (1.13)

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè èìåþò âèä:

λk =

(
π(2k − 1)

2`

)2

, Xk = cos
π(2k − 1)

2`
x k ∈ N.
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1.3 Çàäà÷à î êîëüöå

Ïóñòü òåïåðü óðàâíåíèå
X ′′ + λX = 0

âûïîëíÿåòñÿ íà èíòåðâàëå äëèíû 2`: x ∈ (−`, `). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîíöû
îòðåçêà x = −` è x = ` îòîæäåñòâëÿþòñÿ. Òîãäà îòðåçîê ïðåâðàùàåòñÿ â
êîëüöî. Òàê êàê ðàññìàòðèâàåìîå óðàâíåíèå � âòîðîãî ïîðÿäêà, òî óñëîâèÿ
îòîæäåñòâëåíèÿ êîíöîâ îòðåçêà ìîæíî çàïèñàòü òàê: â òî÷êàõ x = −` è
x = ` ñîâïàäàþò çíà÷åíèÿ ôóíêöèè X(x) è åå ïåðâîé ïðîèçâîäíîé

X(−`) = X(`); X ′(−`) = X ′(`).

Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

X ′′ + λX = 0, x ∈ (−`, `); (1.14)

X(−`) = X(`); (1.15)

X ′(−`) = X ′(`). (1.16)

Äàííàÿ çàäà÷à íà îòðåçêå ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé çàäà÷å íà ïðÿìîé:

X ′′ + λX = 0, x ∈ R; (1.17)

X(x + 2`) = X(x); (1.18)

Çàäà÷à 1.9. Íå ðåøàÿ óðàâíåíèå, äîêàçàòü, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çà-
äà÷è î êîëüöå âåùåñòâåííû è íåîòðèöàòåëüíû, ïðè÷åì λ = 0 ÿâëÿåòñÿ
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì, è åìó îòâå÷àåò ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ X = const.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëàãàÿ ñíà÷àëà, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîì-
ïëåêñíûå, à ñîáñòâåííûå ôóíêöèè êîìïëåêñíîçíà÷íûå, óìíîæèì îáå ÷àñòè
óðàâíåíèÿ (1.14) íà X∗(x) è ïðîèíòåãðèðóåì ïî ïðîìåæóòêó îò −` äî `.
Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, ñ ó÷åòîì êðàåâûõ óñëîâèé (1.15)�(1.16),
ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ äëÿ λ:

λ =

∫̀
−`

|X ′(x)|2dx

∫̀
−`

|X(x)|2dx

.
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Îñþäà ïîëó÷àåì âåùåñòâåííîñòü è íåîòðèöàòåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèé.

Åñëè λ = 0, òî, êàê è ðàíåå, X = const. Òàê êàê ïîñòîÿííàÿ ÿâëÿåò-
ñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé, òî íåíóëåâàÿ êîíñòàíòà ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé
ôóíêöèåé äàííîé çàäà÷è.

Çàäà÷à 1.10. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè çà-
äà÷è (1.14)�(1.16).

Èçâåñòíî, ÷òî λ = 0 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì, è åìó îòâå÷àåò
ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ X0 = 1.

Ïóñòü òåïåðü λ > 0. Òîãäà îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ èìååò âèä:

X(x) = A cos(
√

λx) + B sin(
√

λx),

è
X ′(x) = −

√
λA sin(

√
λx) +

√
λB cos(

√
λx).

Èç êðàåâîãî óñëîâèÿ (1.15) ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ:

2B sin(
√

λ`) = 0, (1.19)

à èç óñëîâèÿ (1.16) âûâîäèì:

2A
√

λ sin
√

λ` = 0. (1.20)

Åñëè B = 0, òî èç (1.20) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

sin(
√

λ`) = 0. (1.21)

Îòñþäà

λk =

(
πk

`

)2

, Xk = cos
πk

`
x k ∈ N.

Åñëè A = 0, òî èç (1.19) ñíîâà ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ (1.21), ñëåäîâàòåëüíî,

λk =

(
πk

`

)2

, Xk = sin
πk

`
x k ∈ N.



1.4. Îðòîãîíàëüíîñòü ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé 17

Òàêèì îáðàçîì, â îòëè÷èå îò ïåðâîé è âòîðîé êðàåâîé çàäà÷è, â çà-

äà÷å î êîëüöå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λk =

(
πk

`

)2

äâóêðàòíû: êàæäîìó
òàêîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ ñîîòâåòñòâóåò ïàðà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé: cos

πk

`
x è sin

πk

`
x.

Îòâåò. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è î êîëüöå èìåþò âèä

λ0 = 0, λk =

(
πk

`

)2

, k ∈ N,

à ñîáñòâåííûå ôóíêöèè

X0 = 1, Xk(x) =

{
cos

πk

`
x, sin

πk

`
x

}
, k ∈ N.

1.4 Îðòîãîíàëüíîñòü ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

Ïóñòü F � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Íàïîì-
íèì îïðåäåëåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Îòîáðàæåíèå (, ) : F×F 7−→ R íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì àêñèîìàì:

1. (f, f) > 0, ïðè÷åì (f, f) = 0 ⇔ f = 0;

2. (αf + βg, h) = α(f, h) + β(g, h);

3. (f, g) = (g, f);

∀f, g, h ∈ F, ∀α, β ∈ R.

Ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì íàçûâàåòñÿ ïðåäãèëüáåð-
òîâûì. Ïîëíîå ïðåäãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ãèëüáåðòîâûì.

Â êàæäîì ïðåäãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî çàäàòü íîðìó ïî ïðà-
âèëó:

‖f‖ =
√

(f, f).

Ïðèìåðîì ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé
L2(0, `). Îíî ñîñòîèò èç èçìåðèìûõ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò èí-
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òåãðàë Ëåáåãà
`∫

0

|f(x)|2dx < ∞,

è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

(f, g) =

`∫

0

f(x)g(x)dx.

Óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè äâóõ ôóíêöèé f è g â ñìûñëå ñêàëÿðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ â L2(0, `) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(f, g) = 0 ⇐⇒
`∫

0

f(x)g(x)dx = 0,

à êâàäðàò íîðìû ôóíêöèè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó

‖f‖2 =

`∫

0

|f(x)|2dx.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ çàäà÷ íà ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ (ïåðâîé, âòîðîé, ñî ñìåøàííûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè, ñ óñëîâèÿìè
ïåðèîäè÷íîñòè) ñîáñòâåííûå ôóíêöèè, îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåí-
íûì çíà÷åíèÿì, îðòîãîíàëüíû â ñìûñëå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â ïðî-
ñòðàíñòâå L2. Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ìîæíî ïðîâåðèòü íåïî-
ñðåäñòâåííî, âû÷èñëÿÿ ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû. Íà ïðèìåðå ïåðâîé
êðàåâîé çàäà÷è ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî, êîòîðîå ãîäèòñÿ äëÿ âñåõ óêà-
çàííûõ çàäà÷, à òàêæå îáîáùàåòñÿ íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé.

Çàäà÷à 1.11. Äîêàçàòü, ÷òî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è
(1.1)�(1.3), îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, îðòîãîíàëü-
íû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Xk, Xj � ñîáñòâåííûå ôóíêöèè, îòâå÷àþùèå ðàç-
ëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λk, λj, λk 6= λj. Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ óðàâ-
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íåíèÿ

λkXk = −X ′′
k (1.22)

λjXj = −X ′′
j (1.23)

Óìíîæèì óðàâíåíèå (1.22) íà Xj, óðàâíåíèå (1.23) Xk è ïðîèíòåãðèðóåì
ïî x îò 0 äî `. Èíûìè ñëîâàìè, óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå ñêàëÿðíî íà
Xj, à âòîðîå � ñêàëÿðíî íà Xk â ïðîñòðàíñòâå L2(0, `). Òîãäà

λk

`∫

0

Xk(x)Xj(x)dx = −
`∫

0

X ′′
k (x)Xj(x)dx

λj

`∫

0

Xj(x)Xk(x)dx = −
`∫

0

X ′′
j (x)Xk(x)dx

Âû÷òåì èç ïåðâîé ñòðî÷êè âòîðóþ:

(λk − λj)

`∫

0

Xk(x)Xj(x)dx =

`∫

0

X ′′
j (x)Xk(x)dx−

`∫

0

X ′′
k (x)Xj(x)dx

Ïî ôîðìóëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì
`∫

0

X ′′
j (x)Xk(x)dx = X ′

j(x)Xk(x)

∣∣∣∣∣

`

0

−
`∫

0

X ′
k(x)X ′

j(x)dx = −
`∫

0

X ′
k(x)X ′

j(x)dx.

Ïîäñòàíîâêà îáðàòèëàñü â íîëü, òàê êàê Xk(0) = 0, Xk(`) = 0. Òàê êàê äëÿ
Xj(x) âûïîëíÿþòñÿ òàêèå æå êðàåâûå óñëîâèÿ, òî

`∫

0

X ′′
k (x)Xj(x)dx = −

`∫

0

X ′
k(x)X ′

j(x)dx.

Îêîí÷àòåëüíî,

(λk − λj)

`∫

0

Xk(x)Xj(x)dx = 0.
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Òàê êàê λk 6= λj, òî Xk è Xj îðòîãîíàëüíû:

(Xk, Xj) =

`∫

0

Xk(x)Xj(x)dx = 0.

Åñëè k = j, òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïðåâðàùàåòñÿ â êâàäðàò íîðìû:

(Xk, Xk) = ‖Xk‖2.

Çàäà÷à 1.12. Íàéòè êâàäðàò íîðìû â L2(0, `) ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ïåð-
âîé êðàåâîé çàäà÷è.

Ïî îïðåäåëåíèþ, êâàäðàòîì íîðìû Xk íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå

‖Xk‖2 =

`∫

0

|Xk(x)|2dx.

Äëÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è íà îòðåçêå [0, `] ñîáñòâåííûå ôóíêöèè

Xk = sin
πk

`
x, k ∈ N.

Âû÷èñëèì èíòåãðàë

‖Xk‖2 =

`∫

0

sin2 πk

`
xdx =

1

2

`∫

0

(
1 + cos

2πk

`
x

)
=

1

2

(
` +

`

πk
sin

2πk

`
x
∣∣∣
`

0

)

Òàê êàê ïîäñòàíîâêà îáðàùàåòñÿ â íîëü, òî äëÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è
ïîëó÷àåì îòâåò.

Îòâåò. Êâàäðàòû íîðì Xk = sin
πk

`
x, k ∈ N ðàâíû:

‖Xk‖2 =
`

2
.

Çàäà÷à 1.13. Äîêàæèòå îðòîãîíàëüíîñòü ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, îòâå÷à-
þùèõ ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, äëÿ âòîðîé êðàåâîé çàäà÷è è
çàäà÷è î êîëüöå.
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Çàäà÷à 1.14. Íàéäèòå êâàäðàò íîðìû â L2(0, `) ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé âòî-
ðîé êðàåâîé çàäà÷è.

Îòâåò. Êâàäðàòû íîðì X0 = 1 è Xk = cos
πk

`
x, k ∈ N ðàâíû:

‖X0‖2 = `; ‖Xk‖2 =
`

2
.

Çàäà÷à 1.15. Íàéäèòå êâàäðàò íîðìû â L2(−`, `) ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé
çàäà÷è î êîëüöå äëèíû 2`.

Îòâåò. Êâàäðàòû íîðì X0 = 1 è Xk =

{
cos

πk

`
x; sin

πk

`
x

}
, k ∈ N

ðàâíû:
‖X0‖2 = 2`; ‖Xk‖2 = `.

1.5 Òðåòüÿ êðàåâàÿ çàäà÷à

Ôèçè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è. Íàéòè ñîáñòâåííûå ïîïåðå÷íûå
êîëåáàíèÿ îäíîðîäíîé ñòðóíû, åñëè êîíöû ñòðóíû çàêðåïëåíû óïðóãî.

Â ýòîì ñëó÷àå ïðèõîäèì ê òðåòüåé êðàåâîé çàäà÷å:

X ′′ + λX = 0, x ∈ (0, `); (1.24)

X ′(0)− σX(0) = 0; (1.25)

X ′(`) + σX(`) = 0. (1.26)

Ïî ôèçè÷åñêîìó ñìûñëó êîíñòàíòà σ > 0.

Çàäà÷à 1.16. Íå ðåøàÿ óðàâíåíèå, äîêàçàòü, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
òðåòüåé êðàåâîé çàäà÷è âåùåñòâåííû è ïîëîæèòåëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî λ ∈ C � íåêîòîðîå ñîáñòâåííîå çíà-
÷åíèå, è åìó îòâå÷àåò X(x) 6≡ 0 � âîîáùå ãîâîðÿ, êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ñîá-
ñòâåííàÿ ôóíêöèÿ.

Çàïèøåì èñõîäíîå óðàâíåíèå (1.24) â âèäå

−X ′′ = λX.
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Óìíîæèâ îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ íà X∗(x) è ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî
x îò 0 äî `, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó:

−
`∫

0

X ′′(x)X∗(x)dx = λ

`∫

0

|X(x)|2dx.

Ê ëåâîé ÷àñòè ïðèìåíèì ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:

−
`∫

0

X ′′(x)X∗(x)dx = X∗(0)X ′(0)−X∗(`)X ′(`) +

`∫

0

|X ′(x)|2dx.

Ñ ó÷åòîì êðàåâûõ óñëîâèé (1.25)�(1.26)

−
`∫

0

X ′′(x)X∗(x)dx = σ|X(`)|2 + σ|X(0)|2 +

`∫

0

|X ′(x)|2dx.

Îêîí÷àòåëüíî,

λ =

∫̀
0
|X ′(x)|2dx + σ|X(`)|2 + σ|X(0)|2

∫̀
0
|X(x)|2dx

.

Î÷åâèäíî, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ âåùåñòâåííû è íåîòðèöàòåëüíû.
Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî λ = 0, ïîëó÷àåì, ÷òî X(x) = const, ïðè÷åì X(0) =

0 è X(`) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, X(x) ≡ 0, è λ = 0 íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèåì.

Òåïåðü, íå íàõîäÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, äîêàæåì èõ îðòîãîíàëüíîñòü.

Çàäà÷à 1.17. Äîêàçàòü, ÷òî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè, îòâå÷àþùèå ðàçëè÷-
íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì òðåòüåé êðàåâîé çàäà÷è (1.24)�(1.26), îðòîãî-
íàëüíû â L2(0, `).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Xk, Xj � ñîáñòâåííûå ôóíêöèè, îòâå÷àþùèå ðàç-
ëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λk, λj, λk 6= λj. Òàê æå, êàê ïðè äîêàçà-
òåëüñòâå àíàëîãè÷íîãî ñâîéñòâà äëÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è, ïðèõîäèì ê
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ðàâåíñòâó

(λk − λj)

`∫

0

Xk(x)Xj(x)dx =

`∫

0

X ′′
j (x)Xk(x)dx−

`∫

0

X ′′
k (x)Xj(x)dx.

Ïî ôîðìóëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì
`∫

0

X ′′
j (x)Xk(x)dx = X ′

j(x)Xk(x)

∣∣∣∣∣

`

0

−
`∫

0

X ′
k(x)X ′

j(x)dx.

Âû÷èñëèì îòäåëüíî ïîäñòàíîâêó

X ′
j(x)Xk(x)

∣∣∣∣∣

`

0

= X ′
j(`)Xk(`)−X ′

j(0)Xk(0) = −σXj(`)Xk(`)− σXj(0)Xk(0).

Èòàê,
`∫

0

X ′′
j (x)Xk(x)dx = −σXj(`)Xk(`)− σXj(0)Xk(0)−

`∫

0

X ′
k(x)X ′

j(x)dx.

Òàê êàê âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñèììåòðè÷íî ïî
j è k, òî

(λk − λj)

`∫

0

Xk(x)Xj(x)dx =

`∫

0

X ′′
j (x)Xk(x)dx−

`∫

0

X ′′
k (x)Xj(x)dx = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè λk 6= λj ñîáñòâåííûå ôóíêöèè Xk è Xj îðòîãîíàëüíû.

Çàäà÷à 1.18. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè òðå-
òüåé êðàåâîé çàäà÷è (1.24)�(1.26).

Òàê êàê óæå èçâåñòíî, ÷òî λ > 0, òî îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.24)
èìååò âèä

X(x) = A cos(
√

λx) + B sin(
√

λx),

è åãî ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà

X ′(x) = −
√

λA sin(
√

λx) +
√

λB cos(
√

λx).
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Èç êðàåâîãî óñëîâèÿ â íóëå (1.25) ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó
√

λB − σA = 0.

Îòñþäà ìîæíî âûðàçèòü A ÷åðåç B:

A =

√
λB

σ
.

Òåïåðü ó÷òåì êðàåâîå óñëîâèå â x = ` (1.25):

B(2
√

λσ cos
√

λ` + (σ2 − λ) sin
√

λ`) = 0.

Êîíñòàíòà B íå ìîæåò îáðàòèòüñÿ â íîëü, ïîýòîìó ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
λ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿ

tg
√

λ` =
2σ
√

λ

λ− σ2 .

Ïóñòü
√

λ = µ, òîãäà µ ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè êîðíÿìè óðàâíåíèÿ

tgµ` =
2σµ

µ2 − σ2 . (1.27)

Äàííîå óðàâíåíèå èìååò ñ÷åòíîå ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé

µk, k ∈ N.

Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèÿ y = tgµ` ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà êàæäîì ïðî-
ìåæóòêå

µ ∈
(
− π

2`
+

πn

`
;

π

2`
+

πn

`

)
n ∈ Z

è ïðèíèìàåò âñå âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ, à ôóíêöèÿ y =
2σµ

µ2 − σ2 ïðè µ > σ

ìîíîòîííî óáûâàåò îò +∞ äî íóëÿ. Èòàê, ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå ÷èñëî ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé λk = µ2

k, k ∈ N, è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè èìåþò âèä

Xk(x) = Bk

(√
λk

σ
cos

√
λkx + sin

√
λkx

)
.

Ïîëîæèì Bk = σ, òîãäà

Xk(x) =
√

λk cos
√

λkx + σ sin
√

λkx.
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Îòâåò. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ òðåòüåé êðàåâîé çàäà÷è (1.24)�(1.26)
ðàâíû

λk = µ2
k, k ∈ N,

ãäå µk � ïîëîæèòåëüíûå êîðíè óðàâíåíèÿ (1.27), à ñîáñòâåííûå ôóíêöèè

Xk(x) =
√

λk cos
√

λkx + σ sin
√

λkx. (1.28)

Çàäà÷à 1.19. Íàéòè êâàäðàò íîðìû â ïðîñòðàíñòâå L2(0, `) ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèé (1.28) òðåòüåé êðàåâîé çàäà÷è (1.24)�(1.26).

Ïî îïðåäåëåíèþ,

‖Xk‖2 =

`∫

0

|Xk(x)|2dx.

Íàéäåì êâàäðàò ñîáñòâåííîé ôóíêöèè (1.28):

X2
k(x) = µ2

k cos2(µkx) + σ2 sin2(µkx) + µkσ sin(2µkx).

Âû÷èñëèì èíòåãðàë
`∫

0

cos2(µkx)dx =
1

2

`∫

0

(1 + cos(2µkx))dx =
1

2

(
` +

1

2µk
sin(2µk`)

)
.

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé

sin(2α) =
2tg(α)

1 + tg2(α)
.

Òîãäà, ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ (1.27),
`∫

0

cos2(µkx)dx =
1

2

(
` +

1

µk

tg(µk`)

1 + tg2(µk`)

)
=

1

2

(
` +

2σ(µ2
k − σ2)

(µ2
k + σ2)2

)
.

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ èíòåãðàë
`∫

0

sin2(µkx)dx =
1

2

(
`− 2σ(µ2

k − σ2)

(µ2
k + σ2)2

)
.
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Òåïåðü íàéäåì èíòåãðàë
`∫

0

sin(2µkx)dx =
1

2µk
(1− cos(2µk`)) .

Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé

cos(2α) =
1− tg2(α)

1 + tg2(α)

è ó÷èòûâàÿ óðàâíåíèå (1.27), ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ
`∫

0

sin(2µkx)dx =
1

2µk

(
1 +

4µ2
kσ

2 − (µ2
k − σ2)2

(µ2
k + σ2)2

)
=

4µkσ
2

(µ2
k + σ2)2 .

Îêîí÷àòåëüíî, ïîëó÷àåì îòâåò.
Îòâåò. Êâàäðàò íîðìû ñîáñòâåííîé ôóíêöèè òðåòüåé êðàåâîé çàäà÷è

ðàâåí:
‖Xk‖2 =

`

2
(µ2 + σ2) + σ.

Â ñëåäóþùèõ çàäà÷àõ íà îäíîì êîíöå ñòðóíû ñòàâèòñÿ êðàåâîå óñëîâèå
ïåðâîãî èëè âòîðîãî ðîäà, à íà äðóãîì � òðåòüåãî ðîäà.

Çàäà÷à 1.20. Ðàññìîòðèì ñîáñòâåííûå ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ îäíîðîäíîé
ñòðóíû x ∈ [0, `], åñëè ëåâûé êîíåö ñòðóíû æåñòêî çàêðåïëåí, à ïðàâûé
çàêðåïëåí óïðóãî.
1. Âûïèøèòå ìàòåìàòè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è.
2. Äîêàæèòå, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âåùåñòâåííû è ïîëîæèòåëüíû.
3. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè.
4. Âû÷èñëèòå êâàäðàòû íîðì ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé.

Îòâåò. Äëÿ çàäà÷è

X ′′ + λX = 0, x ∈ (0, `); (1.29)

X(0) = 0; (1.30)

X ′(`) + σX(`) = 0. (1.31)
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ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè èìåþò âèä:

λk =
(µk

`

)2
, Xk = sin

µk

`
x k ∈ N,

ãäå µk � ýòî ïîëîæèòåëüíûå êîðíè óðàâíåíèÿ

tgµ = −σµ

`
.

Êâàäðàò íîðìû ñîáñòâåííîé ôóíêöèè ðàâåí

‖Xk‖2 =
`

2

`2 + σ2µ2
k + σ`

`2 + σ2µ2
k.

Çàäà÷à 1.21. Ðàññìîòðèì ñîáñòâåííûå ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ îäíîðîäíîé
ñòðóíû x ∈ [0, `], åñëè ëåâûé êîíåö ñòðóíû ñâîáîäåí, à ïðàâûé çàêðåïëåí
óïðóãî.
1. Âûïèøèòå ìàòåìàòè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è.
2. Äîêàæèòå, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âåùåñòâåííû è ïîëîæèòåëüíû.
3. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè.
4. Âû÷èñëèòå êâàäðàòû íîðì ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé.

Îòâåò. Äëÿ çàäà÷è

X ′′ + λX = 0, x ∈ (0, `); (1.32)

X ′(0) = 0; (1.33)

X ′(`) + σX(`) = 0. (1.34)

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè èìåþò âèä:

λk =
(µk

`

)2
, Xk = cos

µk

`
x k ∈ N,

ãäå µk � ýòî ïîëîæèòåëüíûå êîðíè óðàâíåíèÿ

ctgµ =
µ

σ`
.

Êâàäðàò íîðìû ñîáñòâåííîé ôóíêöèè ðàâåí

‖Xk‖2 =
`

2

µ2
k + σ2`2 + σ`

σ2`2 + µ2
k.
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1.6 Ðàçíûå çàäà÷è

Çàäà÷à 1.22. Äîêàçàòü, ÷òî äàííàÿ çàäà÷à èìååò ïóñòîå ìíîæåñòâî ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé λ.

X ′′ = λX ′ x ∈ (0, 1);

X(0) = 0;

X ′(1) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì íîâóþ ôóíêöèþ Y = X ′. Òîãäà, ïî óñëîâèþ, îíà
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè

Y ′ = λY ;

Y (1) = 0.

Ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ Y ≡ 0, è ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè äðóãèõ
ðåøåíèé íåò.

Ñëåäîâàòåëüíî, X(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè:

X ′ = 0;

X(0) = 0.

Äàííàÿ çàäà÷à òàêæå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå X ≡ 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïóñòî.

Çàäà÷à 1.23. Äîêàçàòü, ÷òî äàííàÿ çàäà÷à èìååò ïóñòîå ìíîæåñòâî ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé λ.

XIV = λXII x ∈ (0, 1);

X(0) = XI(0) = 0;

XII(1) = XIII(1) = 0.

Â ñëåäóþùèõ çàäà÷àõ ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå Ýéëåðà. Îíî ïðèâî-
äèòñÿ ê óðàâíåíèþ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè ñ ïîìîùüþ çàìåíû

x = et.
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Çàäà÷à 1.24. Íàéòè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè
ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷è

x2XII + xXI + λX = 0 x ∈ (1, `), ` > 1

X(1) = 0

X(`) = 0.

Çàäà÷à 1.25. Äîêàçàòü: ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàïîëíÿþò ëó÷

0 < λ < +∞

è íàéòè ñîáñòâåííûå ôóíêöèè êðàåâîé çàäà÷è

x2XII + xXI + λX = 0

X(x) îãðàíè÷åíà ïðè x → +0

X(`) = 0.



Ãëàâà 2

Êëàññèôèêàöèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà

2.1 Êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî
ïîðÿäêà, ëèíåéíîå îòíîñèòåëüíî âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ

A(x, y) uxx + 2 B(x, y) ux,y + C(x, y) uyy = F (x, y, u, ux, uy) (2.1)

Çäåñü A(x, y), B(x, y), C(x, y), F (x, y, u, ux, uy) � çàäàííûå ôóíêöèè,
íåïðåðûâíûå â íåêîòîðîé îáëàñòè D âìåñòå ñî âòîðûìè ïðîèçâîäíûìè;
u = u(x, y) � èñêîìàÿ ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ u(x, y) ⊂ C2(D), D ∈ R2.

Â çàïèñè óðàâíåíèÿ (2.1) ïðèíÿòû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

ux =
∂u(x, y)

∂x
, uy =

∂u(x, y)

∂y
, uxx =

∂2u(x, y)

∂x2 , uyy =
∂2u(x, y)

∂y2 .

Âûðàæåíèå

∆ = B2(x, y)− A(x, y) C(x, y) (2.2)

íàçûâàåòñÿ äèñêðèìèíàíòîì.
Â çàâèñèìîñòè îò çíàêà ∆ â îáëàñòè D óðàâíåíèå (2.1) ïðèâîäèòñÿ ê

îäíîé èç òðåõ êàíîíè÷åñêèõ ôîðì.
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• Åñëè ∆ > 0 â îáëàñòè D, òî óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê ãèïåðáîëè÷åñêîé
êàíîíè÷åñêîé ôîðìå.

• Åñëè ∆ = 0 â îáëàñòè D, òî óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê ïàðàáîëè÷åñêîé
êàíîíè÷åñêîé ôîðìå.

• Åñëè D < 0 â îáëàñòè D, òî óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê ýëëèïòè÷åñêîé
êàíîíè÷åñêîé ôîðìå.

Çàìåòèì, ÷òî îäíî è òî æå óðàâíåíèå â ðàçíûõ îáëàñòÿõ ìîæåò áûòü
ïðèâåäåíî ê ðàçíûì êàíîíè÷åñêèì ôîðìàì.

×òîáû ïðèâåñòè óðàâíåíèå (2.1) ê êàíîíè÷åñêîé ôîðìå, íóæíî îòûñ-
êàòü òàêóþ íåâûðîæäåííóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ

ξ = ϕ1(x, y), η = ϕ2(x, y), (2.3)

ñ ïîìîùüþ êîòîðîé óðàâíåíèå (2.1) â íîâûõ ïåðåìåííûõ ξ, η ïðèìåò êàíî-
íè÷åñêóþ ôîðìó. Çàìåíà ïåðåìåííûõ ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé, åñëè ÿêî-
áèàí íå ðàâåí íóëþ

∣∣∣∣∣∣∣

∂ϕ1

∂x

∂ϕ1

∂y
∂ϕ2

∂x

∂ϕ2

∂y

∣∣∣∣∣∣∣
6= 0. (2.4)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ôóíêöèé ϕ1(x, y) è ϕ2(x, y) ñîñòàâèì è ðåøèì óðàâ-
íåíèå â äèôôåðåíöèàëàõ ñëåäóþùåãî âèäà

Ady2 − 2 B dx dy + C dx2 = 0, (2.5)

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì äëÿ óðàâíåíèÿ (2.1). Çàìåòèì,
÷òî ∆ = B2−AC ÿâëÿåòñÿ äèñêðèìèíàíòîì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíå-
íèÿ.

Åñëè äèñêðèìèíàíò ∆ > 0, òî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (2.6) ðàñ-
ïàäàåòñÿ íà äâà âåùåñòâåííûõ óðàâíåíèÿ

Ady − (B +
√

D) dx = 0, A dy + (B +
√

D) dx = 0, (2.6)

èíòåãðàëû êîòîðûõ âûáèðàåì â êà÷åñòâå ôóíêöèé ϕ1(x, y), ϕ2(x, y).
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Åñëè æå äèñêðèìèíàíò D < 0, òî óðàâíåíèÿ (2.6) áóäóò êîìïëåêñíûìè.
Ðåøàÿ îäíî èç íèõ, íàõîäèì îáùèé èíòåãðàë, êîòîðûé òàêæå áóäåò êîì-
ïëåêñíûì, è â êà÷åñòâå ôóíêöèè ϕ1(x, y) áåðåì åãî âåùåñòâåííóþ ÷àñòü, à
â êà÷åñòâå ôóíêöèè ϕ2(x, y) � ìíèìóþ ÷àñòü.

Åñëè äèñêðèìèíàíò D = 0, òî óðàâíåíèÿ (2.6) ñîâïàäóò è ïðèìóò âèä
Ady − B dx = 0. Èíòåãðàë îäíîãî èç íèõ âîçüìåì â êà÷åñòâå ôóíêöèè
ϕ1(x, y), ôóíêöèþ ϕ2(x, y) ìîæíî âûáðàòü ïðîèçâîëüíî (íàïðèìåð, x èëè
y), ëèøü áû ïðè ýòîì âûïîëíÿëîñü óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè (2.4).

Â íîâûõ ïåðåìåííûõ ξ è η óðàâíåíèå (2.1) ïðèìåò ãèïåðáîëè÷åñêóþ
ôîðìó

∂2u

∂ξ∂η
= F (ξ, η, u, uξ, uη), (2.7)

ïàðàáîëè÷åñêàÿ ôîðìà óðàâíåíèÿ (2.1) èìååò âèä

∂2u

∂η2 = F (ξ, η, u, uξ, uη), (2.8)

à ýëëèïòè÷åñêàÿ ôîðìà èìååò âèä

∂2u

∂ξ2 +
∂2u

∂η2 = F (ξ, η, u, uξ, uη). (2.9)

Çàìå÷àíèå 2.1. Ïîëåçíî âñïîìíèòü, êàê âûðàæàþòñÿ ïðîèçâîäíûå
ôóíêöèè u(x, y) ïî ïåðåìåííûì x, y ÷åðåç ïðîèçâîäíûå ïî íîâûì ïåðå-
ìåííûì ξ è η. Ïðèâåäåì ñëåäóþùèå ôîðìóëû äëÿ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî
ïîðÿäêà

∂u

∂x
=

∂u

∂ξ

∂ξ

∂x
+

∂u

∂η

∂η

∂x

∂u

∂y
=

∂u

∂ξ

∂ξ

∂y
+

∂u

∂η

∂η

∂y
(2.10)



2.1. Êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà óðàâíåíèé 33

è ôîðìóëû äëÿ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà

∂2u

∂x2 =
∂2u

∂ξ2

(
∂ξ

∂x

)2

+ 2
∂2u

∂ξ∂η

∂ξ

∂x

∂η

∂x
+

∂2u

∂η2

(
∂η

∂x

)2

+
∂u

∂ξ

∂2ξ

∂x2 +
∂u

∂η

∂2η

∂x2

∂2u

∂y2 =
∂2u

∂ξ2

(
∂ξ

∂y

)2

+ 2
∂2u

∂ξ∂η

∂ξ

∂y

∂η

∂y
+

∂2u

∂η2

(
∂η

∂y

)2

+
∂u

∂ξ

∂2ξ

∂y2 +
∂u

∂η

∂2η

∂y2

∂2u

∂x∂y
=

∂2u

∂ξ2

∂ξ

∂x

∂ξ

∂y
+

∂2u

∂ξ∂η

(
∂ξ

∂x

∂η

∂y
+

∂ξ

∂y

∂η

∂x

)
+

∂2u

∂η2

∂η

∂x

∂η

∂y
+

+
∂u

∂ξ

∂2ξ

∂x∂y
+

∂u

∂η

∂2η

∂x∂y
(2.11)

Çàìå÷àíèå 2.2. Óðàâíåíèå (2.6) ïîëó÷åíî â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
A(x, y) 6= 0. Â ñëó÷àå, êîãäà C(x, y) 6= 0, óðàâíåíèå (2.5) ðàñïàäàåòñÿ íà
äâà óðàâíåíèÿ

C dy − (B +
√

D) dx = 0, C dy + (B +
√

D) dx = 0, (2.12)

Ïðèìåð 2.1. Ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîé ôîðìå óðàâíåíèå

x2 uxx − y2 uyy + 2 xux − 2 y uy = 0 (2.13)

â îáëàñòè x 6= 0, y 6= 0.
Äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ (ñðàâíèòå ñ (2.1))

A(x, y) = x2, B(x, y) ≡ 0, C(x, y) = −y2. (2.14)

Äèñêðèìèíàíò ∆ ïðèìåò âèä (2.2)

∆ = x2 y2 > 0 ∀x 6= 0, y 6= 0. (2.15)

Çíà÷èò, â óêàçàííîé îáëàñòè äàííîå óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê ãèïåðáî-
ëè÷åñêîé ôîðìå. Ñîñòàâèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (2.5):

x2 dy2 − y2 dx2 = 0. (2.16)

Óðàâíåíèå (2.16) ðàñïàäàåòñÿ íà äâà âåùåñòâåííûõ óðàâíåíèÿ

x dy − y dx = 0, (2.17)

x dy + y dx = 0. (2.18)
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Èíòåãðàëîì óðàâíåíèÿ (2.18) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ x y = C1, à óðàâíåíèÿ
(2.17) y

x = C2, ãäå C1, C2 � êîíñòàíòû. Âûáåðåì ôóíêöèè ϕ1(x, y), ϕ2(x, y)

â âèäå

ϕ1(x, y) = x y, ϕ2(x, y) =
y

x
. (2.19)

Âûïîëíèì çàìåíó ïåðåìåííûõ (2.3)

ξ = x y, η =
y

x
. (2.20)

Â íîâûõ ïåðåìåííûõ ïðîèçâîäíûå èìåþò âèä (ñì. (2.10))
∂u

∂x
= y

∂u

∂ξ
− y

x2

∂u

∂η

∂u

∂y
= x

∂u

∂ξ
+

1

x

∂u

∂η

∂2u

∂x2 = y2 ∂2u

∂ξ2 − 2
y2

x2

∂2u

∂ξ∂η
+

y2

x4

∂2u

∂η2 + 2
y

x3

∂u

∂η

∂2u

∂y2 = x2 ∂2u

∂ξ2 + 2
∂2u

∂ξ∂η
+

1

x2

∂2u

∂η2 .

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â èñõîäíîå óðàâíåíèå (2.13) ïîëó÷èì

∂2u

∂ξ∂η
+

1

2ξ

∂u

∂η
= 0 (2.21)

Óðàâíåíèå (2.21) ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì (ñì.(2.7)).

Ïðèìåð 2.2. Ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîé ôîðìå óðàâíåíèå

y2 uxx + 2 x y uxy + 2 x2 uyy + y uy = 0 (2.22)

â îáëàñòè x 6= 0, y 6= 0.
Âûïèøåì êîýôôèöèåíòû ïðè ïðîèçâîäíûõ (ñðàâíèòå ñ (2.1))

A(x, y) = y2, B(x, y) = 2 x y, C(x, y) = 2 x2. (2.23)

Íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ äèñêðèìèíàíòà ∆ (2.2)

∆ = −x2 y2 < 0 ∀x 6= 0, y 6= 0. (2.24)
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Â óêàçàííîé îáëàñòè äàííîå óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê ýëëèïòè÷åñêîé
ôîðìå (ñì.(2.9)). Ñîñòàâèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (2.5):

y2 dy2 − 2 x y dx dy + 2 x2 dx2 = 0. (2.25)

Óðàâíåíèå (2.25) ðàñïàäàåòñÿ íà äâà êîìïëåêñíûõ óðàâíåíèÿ

y dy − (1 + i)x dx = 0, (2.26)

y dy − (1− i)x dx = 0. (2.27)

Ïðîèíòåãðèðîâàâ óðàâíåíèå (2.26), ïîëó÷èì èíòåãðàë óðàâíåíèÿ

(1 + i) x2 − y2 = C,

ãäå C � êîíñòàíòà. Âåùåñòâåííóþ ÷àñòü èíòåãðàëà âîçüìåì â êà÷åñòâå
ôóíêöèè ϕ1(x, y), à ìíèìóþ � ϕ2(x, y)

ϕ1(x, y) = x2 − y2, ϕ2(x, y) = x2. (2.28)

Âûïîëíèì çàìåíó ïåðåìåííûõ (2.3)

ξ = x2 − y2, η = x2. (2.29)

Íàéäåì âûðàæåíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â íîâûõ ïåðåìåííûõ (2.10)
∂u

∂x
= 2 x

∂u

∂ξ
+ 2 x

∂u

∂η

∂u

∂y
= −2 y

∂u

∂ξ

∂2u

∂x2 = 4 x2 ∂2u

∂ξ2 + 8 x2 ∂2u

∂ξ∂η
+ 4 x2 ∂2u

∂η2 + 2
∂u

∂η
+ 2

∂u

∂ξ

∂2u

∂y2 = 4 y2 ∂2u

∂ξ2 − 2
∂u

∂ξ

∂2u

∂x∂y
= −4 x y

∂2u

∂ξ2 − 4 x y
∂2u

∂ξ∂η
.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â èñõîäíîå óðàâíåíèå (2.22) èìååì
∂2u

∂ξ2 +
∂2u

∂η2 +
1

ξ − η

∂u

∂ξ
+

1

2η

∂u

∂η
= 0, (2.30)
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çäåñü âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî y2 = η − ξ.
Óðàâíåíèå (2.30) ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèì (ñì.(2.9)).

Òåïåðü ïðèâåäåì çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.
Ïðèâåñòè óðàâíåíèå ê êàíîíè÷åñêîé ôîðìå

Çàäà÷à 2.1.

uxt + utt = 0

Çàäà÷à 2.2.

uxx − 2 uxy + uyy = 0

Çàäà÷à 2.3.

(1 + x2) uxx + (1 + y2) uyy + xux + y uy = 0

Çàäà÷à 2.4.

uxx − 2 cos xuxy − sin2 xuyy = 0

Çàäà÷à 2.5. Ïðèâåñòè óðàâíåíèå ê êàíîíè÷åñêîé ôîðìå â êàæäîé èç îá-
ëàñòåé

y uxx + uyy = 0.

2.2 Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè

Óðàâíåíèåì òåïëîïðîâîäíîñòè íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå âèäà
∂u(x, t)

∂t
= a2 ∂2u(x, t)

∂x2 (2.31)

Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêèì óðàâíåíèåì. Çäåñü ôóíêöèÿ
u(x, t) � òåìïåðàòóðà â òî÷êå x â ìîìåíò âðåìåíè t. Óðàâíåíèå (2.31) îïè-
ñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå òåïëà â òåëå.

Âîëíîâûì óðàâíåíèåì íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå âèäà
∂2u(x, t)

∂t2
=

∂2u(x, t)

∂x2 (2.32)
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Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì óðàâíåíèåì. Çäåñü ôóíêöèÿ
u(x, t) � îòêëîíåíèå òî÷êè ñòðóíû ñ êîîðäèíàòîé x îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t. Ýòî óðàâíåíèå (2.32) îïèñûâàåò ïðîöåññ êîëåáàíèé
â ñòðóíå.

Óðàâíåíèåì Ëàïëàñà íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå âèäà

∂2u(x, y)

∂x2 +
∂2u(x, y)

∂y2 = 0 (2.33)

Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèì óðàâíåíèåì.



Ãëàâà 3

Ïîñòàíîâêà êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ
óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

3.1 Óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ïðîöåññû òåïëîïðîâîä-
íîñòè

Ðàññìîòðèì ñòåðæåíü ñ òåïëîèçîëèðîâàííîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ � áó-
äåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïîòîêè òåïëà ÷åðåç áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü îòñóò-
ñòâóþò. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî íà ëþáîì ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè ñòåðæíÿ
òåìïåðàòóðà ïîñòîÿííà. Òîãäà ïðèõîäèì ê ìàòåìàòè÷åñêîé èäåàëèçàöèè
ñòåðæíÿ êàê íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé. Òàê êàê ïðî-
ñòðàíñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ x ïðèíàäëåæèò R1: x ∈ R1, òî ðàññìàòðèâàåìàÿ
ìîäåëü îäíîìåðíà.

Ïóñòü u(x, t) � òåìïåðàòóðà â òî÷êå x ñòåðæíÿ â ìîìåíò âðåìåíè t.
Îòêóäà áåðåòñÿ çíàê ðàâåíñòâà â óðàâíåíèè òåïëîïðîâîäíîñòè? ×òî èìåííî
ïðèðàâíèâàåòñÿ? Äëÿ âûâîäà óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ê ïðîèçâîëüíîé
ôèêñèðîâàííîé ÷àñòè ñòåðæíÿ x1 6 x 6 x2 ïðèìåíÿþò çàêîí ñîõðàíåíèÿ
ýíåðãèè. Â äàííîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè âûñòóïàåò
óðàâíåíèå áàëàíñà òåïëà.

Ïóñòü Q = Q(x1, x2, t1, t2) � êîëè÷åñòâî òåïëà, ïðèîáðåòåííîå âûäå-
ëåííûì ó÷àñòêîì ñòåðæíÿ çà âðåìÿ îò t1 äî t2. Ýòî êîëè÷åñòâî òåïëà ñêëà-
äûâàåòñÿ èç êîëè÷åñòâà òåïëà, ïîñòóïèâøåãî ÷åðåç òîðöû ñòåðæíÿ x = x1
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è x = x2:
Q1 = Q1(x1; t1, t2) è Q2 = Q2(x2; t1, t2),

à òàêæå êîëè÷åñòâà òåïëà, âûäåëèâøåãîñÿ çà ñ÷åò âíóòðåííèõ èñòî÷íèêîâ:

Q0 = Q0(x1, x2, t1, t2).

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå áàëàíñà òåïëà èìååò âèä

Q = Q1 + Q2 + Q0.

Îñòàëîñü âûðàçèòü êàæäîå ñëàãàåìîå ÷åðåç òåìïåðàòóðó u(x, t). Åñëè
c(x) � óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü âåùåñòâà, ρ(x) � ïëîòíîñòü, S(x) � ïëî-
ùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ, òî êîëè÷åñòâî òåïëà, ïðèîáðåòåííîå
âûäåëåííûì ó÷àñòêîì ñòåðæíÿ çà âðåìÿ îò t1 äî t2, ñîãëàñíî ýêñïåðèìåí-
òàëüíîìó çàêîíó, ðàâíî

Q =

x2∫

x1

c(x)ρ(x)S(x)
[
u(x, t2)− u(x, t1)

]
dx.

Ïóñòü q = q(x, t) � ïëîòíîñòü òåïëîâîãî ïîòîêà ÷åðåç íîðìàëüíîå ñå-
÷åíèå ñòåðæíÿ â òî÷êå x, òî åñòü êîëè÷åñòâî òåïëà, ïðîòåêàþùåå â åäèíèöó
âðåìåíè ÷åðåç åäèíè÷íóþ ïëîùàäêó ñå÷åíèÿ. ×àñòî ïëîòíîñòü òåïëîâîãî
ïîòîêà ñîêðàùåííî íàçûâàþò "ïîòîê òåïëà". Êîëè÷åñòâî òåïëà, ïðîòåêà-
þùåå ÷åðåç òîðöû ñòåðæíÿ, âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïîòîê òåïëà ñëåäóþùèì
îáðàçîì

Q1 =

t2∫

t1

S(x1)q(x1, t)dt, Q2 =

t2∫

t1

S(x2)q(x2, t)dt.

Ñîãëàñíî ýêñïåðèìåíòàëüíîìó çàêîíó Ôóðüå, ïîòîê òåïëà ïðîïîðöèîíàëåí
ãðàäèåíòó òåìïåðàòóðû:

q = −κ
∂u

∂x
,

ãäå κ > 0 � êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè. Çíàê "ìèíóñ"ïîÿâèëñÿ èç-çà
òîãî, ÷òî òåïëî òå÷åò îò áîëåå íàãðåòîãî òåëà ê ìåíåå íàãðåòîìó.
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Òàêèì îáðàçîì, ÷åðåç òîðöû ñòåðæíÿ x = x1 è x = x2 ïðîòåêàåò êîëè-
÷åñòâî òåïëà

Q1 = −
t2∫

t1

S(x1)κ(x1)
∂u

∂x
(x1, t)dt,

è

Q2 =

t2∫

t1

S(x2)κ(x2)
∂u

∂x
(x2, t)dt.

ñîîòâåòñòâåííî.
Ïîÿñíèì ðàçëè÷èå â çíàêàõ, âûáðàííûõ ïåðåä èíòåãðàëàìè. Åñëè

∂u

∂x
(x1, t) > 0 äëÿ âñåõ t ∈ [t1, t2], òî òåïëî âûòåêàåò èç ñòåðæíÿ, ñëåäî-

âàòåëüíî, Q1 < 0. Åñëè æå ∂u

∂x
(x2, t) > 0, òî òåïëî ïîñòóïàåò â ñòåðæåíü, è

Q2 > 0.
Êîëè÷åñòâî òåïëà, âûäåëåííîå èñòî÷íèêàìè, íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

Q0 =

t2∫

t1

x2∫

x1

S(x)F (x, t)dxdt,

ãäå F (x, t) � ïëîòíîñòü âíóòðåííèõ èñòî÷íèêîâ òåïëà, êîòîðàÿ ñ÷èòàåòñÿ
çàäàííîé.

Óðàâíåíèå áàëàíñà òåïëà â èíòåãðàëüíîé ôîðìå èìååò âèä
x2∫

x1

c(x)ρ(x)S(x)
[
u(x, t2)− u(x, t1)

]
dx =

=

t2∫

t1

[
S(x2)κ(x2)

∂u

∂x
(x2, t)− S(x1)κ(x1)

∂u

∂x
(x1, t)

]
dt +

t2∫

t1

x2∫

x1

S(x)F (x, t)dxdt.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ S ïîñòîÿííà
S = const, à ôóíêöèÿ u(x, t) îäèí ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî
t è äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî x. Òîãäà, âîñïîëüçîâàâøèñü
ôîðìóëîé Íüþòîíà-Ëåéáíèöà, ïðèâåäåì óðàâíåíèå òåïëîâîãî áàëàíñà ê
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âèäó
t2∫

t1

x2∫

x1

c(x)ρ(x)
∂u

∂t
dxdt =

t2∫

t1

x2∫

x1

[
∂

∂x

(
κ(x)

∂u

∂x

)
+ F (x, t)

]
dxdt.

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïî âåðõíèì ïðåäåëàì, ïðè-
õîäèì ê óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå:

c(x)ρ(x)
∂u

∂t
=

∂

∂x

(
κ(x)

∂u

∂x

)
+ F (x, t).

Ýòî óðàâíåíèå ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Â ïðåäïîëîæåíèÿõ, ÷òî óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü, ïëîòíîñòü âåùåñòâà

è êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè ïîñòîÿííû: κ, c, ρ = const, ïðèõîäèì ê
óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, êîòîðîå â
äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü ïðîñòåéøèì óðàâíåíèåì òåïëîïðîâîäíîñòè

∂u

∂t
= a2∂

2u

∂x2 + f(x, t). (3.1)

Çäåñü a2 =
κ

cρ
� êîýôôèöèåíò òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè, f(x, t) =

F (x, t)

cρ
� óäåëüíàÿ ïëîòíîñòü âíóòðåííèõ èñòî÷íèêîâ òåïëà.

Åñëè f(x, t) 6= 0, òî óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè (3.1) íàçûâàåòñÿ íåîä-
íîðîäíûì, åñëè f(x, t) = 0, òî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì. Óðàâíå-
íèå òåïëîïðîâîäíîñòè (3.1) çàïèñûâàþò òàêæå â âèäå

ut = a2uxx + f(x, t). (3.2)

Â óðàâíåíèè òåïëîïðîâîäíîñòè ìîãóò ïîÿâèòüñÿ äîïîëíèòåëüíûå ñëà-
ãàåìûå, åñëè, íàïðèìåð, ðàññìàòðèâàòü ñòåðæåíü ïåðåìåííîãî ñå÷åíèÿ èëè
ñòåðæåíü, äâèæóùèéñÿ âäîëü îñè x.

Çàäà÷à 3.1. Âûâåäèòå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè, åñëè ïëîùàäü ïîïå-
ðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ çàâèñèò îò x: S = S(x) > 0, à êîýôôèöèåíò
òåïëîïðîâîäíîñòè, óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü è ïëîòíîñòü âåùåñòâà ïîñòîÿí-
íû:

ut = a2uxx +
d

dx

(
ln S(x)

)
ux + f(x, t). (3.3)
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Çàäà÷à 3.2. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ñòåðæåíü äâèæåòñÿ âäîëü îñè x ñî ñêî-
ðîñòüþ v(t), òî óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè ïðèíèìàåò âèä:

ut = a2uxx − v(t)ux + f(x, t). (3.4)

Òåïåðü îòêàæåìñÿ îò ïðåäïîëîæåíèÿ òåïëîèçîëèðîâàííîñòè áîêîâîé
ïîâåðõíîñòè ñòåðæíÿ. Ïóñòü íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïðîèñõîäèò êîíâåê-
òèâíûé òåïëîîáìåí ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé. Òîãäà ïîòîê òåïëà ÷åðåç áîêî-
âóþ ïîâåðõíîñòü ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó Íüþòîíà � îí ïðîïîðöèîíàëåí ðàç-
íîñòè òåìïåðàòóð òåëà è îêðóæàþùåé ñðåäû:

q = α(u− u0),

ãäå q � êîëè÷åñòâî òåïëà, ïðîòåêàþùåãî â åäèíèöó âðåìåíè ÷åðåç åäèíè÷-
íóþ ïëîùàäêó ïîâåðõíîñòè òåëà â îêðóæàþùóþ ñðåäó, α � êîýôôèöèåíò
òåïëîîáìåíà, u � òåìïåðàòóðà ïîâåðõíîñòè òåëà, u0 � òåìïåðàòóðà îêðó-
æàþùåé ñðåäû.

Óðàâíåíèå áàëàíñà òåïëà â ýòîì ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèä

Q = Q1 + Q2 + Q0 + Q3.

Çäåñü ñîõðàíåíû ïðåæíèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ êîëè÷åñòâà òåïëà Q, ïîëó÷åí-
íîãî âûäåëåííûì ó÷àñòêîì ñòåðæíÿ, êîëè÷åñòâà òåïëà Q1 è Q2, ïðîòåêà-
þùåãî ÷åðåç òîðöû, êîëè÷åñòâà òåïëà Q0, ïîëó÷åííîãî çà ñ÷åò âíóòðåííèõ
èñòî÷íèêîâ. Íîâîå ñëàãàåìîå Q3 ïîÿâèëîñü èç-çà íàëè÷èÿ òåïëîîáìåíà íà
áîêîâîé ïîâåðõíîñòè:

Q3 = −
t2∫

t1

x2∫

x1

Pα
[
u(x, t)− u0(x, t)

]
dxdt.

×åðåç P îáîçíà÷åí ïåðèìåòð ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ.
Ïîÿâëåíèå çíàêà "ìèíóñ"îáúÿñíÿåòñÿ òàê. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ

t ∈ [t1, t2] òåìïåðàòóðà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ñòåðæíÿ áîëüøå òåìïåðàòóðû
îêðóæàþùåé ñðåäû:

u(x, t)− u0(t) > 0.
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Òîãäà òåïëîâîé ïîòîê íàïðàâëåí íàðóæó, è òåïëî âûòåêàåò èç ñòåðæíÿ,
ïîýòîìó Q3 < 0.

Îêîí÷àòåëüíî, íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè â ñëó÷àå
òåïëîîáìåíà íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïðèíèìàåò âèä

ut = a2uxx − h(u− u0(t)) + f(x, t). (3.5)

Êîíñòàíòó h =
αP

cρS
òàêæå áóäåì íàçûâàòü êîýôôèöèåíòîì òåïëîîáìåíà.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè âíóòðåííèå èñòî÷íèêè òåïëà îòñóòñòâóþò , è òåìïå-
ðàòóðà îêðóæàþùåé ñðåäû ðàâíà íóëþ

f(x, t) = 0; u0(t) = 0,

òî óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè ñ òåïëîîáìåíîì íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè �
îäíîðîäíîå:

ut = a2uxx − hu. (3.6)

Èòàê, ðàññìîòðåíû ôèçè÷åñêèå ïîñòàíîâêè çàäà÷, ïðèâîäÿùèå ê íàëè-
÷èþ â óðàâíåíèè òåïëîïðîâîäíîñòè äîïîëíèòåëüíûõ ñëàãàåìûõ.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè â óðàâíåíèè òåïëîïðîâîäíîñòè ñ ïîñòîÿííûìè
êîýôôèöèåíòàìè åñòü ìëàäøèå ÷ëåíû, òî òàêîå óðàâíåíèå ìîæíî ñâåñòè ê
ïðîñòåéøåìó óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ ïîìîùüþ çàìåíû íåèçâåñòíîé
ôóíêöèè.

Çàäà÷à 3.3. Ïðîâåðüòå, ÷òî óðàâíåíèå ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

ut = a2uxx + `ux + mu + f(x, t)

çàìåíîé
u(x, t) = eαx+βtv(x, t),

ãäå
α = − `

2a2 , β = m− `2

4a2 ,

ñâîäèòñÿ ê ïðîñòåéøåìó óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè

vt = a2vxx + e−αx−βtf(x, t).
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3.2 Óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ïðîöåññû äèôôóçèè

Óðàâíåíèÿ, êîòîðûå áûëè ïîëó÷åíû â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, îïèñûâàþò
òàêæå ïðîöåññû äèôôóçèè.

Êàê òåïëîïðîâîäíîñòü, òàê è äèôôóçèÿ îòíîñÿòñÿ ê ïðîöåññàì ïåðå-
íîñà. Ñóùíîñòü ïðîöåññîâ ïåðåíîñà � ñòðåìëåíèå ñèñòåìû äîñòèãíóòü ðàâ-
íîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ.

Â ñîñòîÿíèè òåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿ òåìïåðàòóðà âî âñåõ òî÷êàõ ñèñòåìû
îäèíàêîâà. Ïðè îòêëîíåíèè òåìïåðàòóðû îò ðàâíîâåñíîãî çíà÷åíèÿ âîçíè-
êàåò äâèæåíèå òåïëîòû â òàêèõ íàïðàâëåíèÿõ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ñäåëàòü
òåìïåðàòóðó âñåõ ÷àñòåé ñèñòåìû îäèíàêîâûìè. Ñâÿçàííûé ñ ýòèì äâèæå-
íèåì ïåðåíîñ òåïëà è íàçûâàåòñÿ òåïëîïðîâîäíîñòüþ.

Àíàëîãè÷íî, åñëè ñðåäà íåðàâíîìåðíî çàïîëíåíà ãàçîì, òî èìååò ìå-
ñòî äèôôóçèÿ åãî èç ìåñò ñ áîëüøåé êîíöåíòðàöèåé â ìåñòà ñ ìåíüøåé
êîíöåíòðàöèåé. Ýòî æå ÿâëåíèå íàáëþäàåòñÿ â ðàñòâîðàõ, åñëè êîíöåíòðà-
öèÿ ðàñòâîðåííîãî âåùåñòâà íå ïîñòîÿííà.

Ïóñòü ãàç íàõîäèòñÿ â ïîëîé òðóáêå èëè òðóáêå, çàïîëíåííîé ïîðè-
ñòîé ñðåäîé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîíöåíòðàöèÿ ãàçà â êàæäîì íîðìàëüíîì
ñå÷åíèè òðóáêè ïîñòîÿííà. ×åðåç u(x, t) îáîçíà÷èì êîíöåíòðàöèþ ãàçà â
ñå÷åíèè x â ìîìåíò âðåìåíè t.

Äëÿ âûäåëåííîãî ó÷àñòêà òðóáêè x1 6 x 6 x2 ñîñòàâèì óðàâíåíèå
áàëàíñà ìàññû.

Ïóñòü Q = Q(x1, x2, t1, t2) � èçìåíåíèå ìàññû ó÷àñòêà òðóáêè çà âðåìÿ
îò t1 äî t2, ïðîèçîøåäøåå çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèè.

Ïî îïðåäåëåíèþ êîíöåíòðàöèè,

Q =

x2∫

x1

c(x)S(x)
[
u(x, t2)− u(x, t1)

]
dx,

ãäå S(x) � ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ òðóáêè; c(x) � êîýôôèöèåíò ïî-
ðèñòîñòè, òî åñòü îòíîøåíèå îáúåìà ïîð ê ïîëíîìó îáúåìó S(x)dx. Åñëè
òðóáêà ïîëàÿ, òî c(x) = 1.

Èçìåíåíèå ìàññû Q ñêëàäûâàåòñÿ èç ìàññû ãàçà, ïîñòóïèâøåãî ÷åðåç
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òîðöû òðóáêè x = x1 è x = x2:

Q1 =

t2∫

t1

S(x1)q(x1, t)dt è Q2 =

t2∫

t1

S(x2)q(x2, t)dt.

à òàêæå ìàññû, ïîñòóïèâøåé çà ñ÷åò âíóòðåííèõ èñòî÷íèêîâ:

Q0 =

t2∫

t1

x2∫

x1

S(x)F (x, t)dxdt.

×åðåç q(x, t) îáîçíà÷åíî êîëè÷åñòâî âåùåñòâà, äèôôóíäèðóþùåå â åäèíèöó
âðåìåíè ÷åðåç åäèíè÷íóþ ïëîùàäêó ñå÷åíèÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíîãî îñè x.

Àíàëîãîì çàêîíà Ôóðüå â òåîðèè òåïëîïðîâîäíîñòè ÿâëÿåòñÿ çàêîí
äèôôóçèè, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ çàêîíîì Íåðíñòà:

q = −D
∂u

∂x
,

ãäå D � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè.
Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå áàëàíñà ìàññû íà ó÷àñòêå x1 6 x 6 x2 çà

âðåìÿ t1 6 t 6 t2 èìååò âèä:
x2∫

x1

c(x)S(x)
[
u(x, t2)− u(x, t1)

]
dx =

=

t2∫

t1

[
S(x2)D(x2)

∂u

∂x
(x2, t)− S(x1)D(x1)

∂u

∂x
(x1, t)

]
dt +

t2∫

t1

x2∫

x1

S(x)F (x, t)dxdt.

Åñëè ïëîùàäü íîðìàëüíîãî ñå÷åíèÿ ïîñòîÿííà, òî óðàâíåíèå äèôôó-
çèè èìååò âèä:

c
∂u

∂t
=

∂

∂x

(
D

∂u

∂x

)
+ F (x, t).

Åñëè êîýôôèöèåíòû äèôôóçèè è ïîðèñòîñòè ïîñòîÿííû, òî ïðèõîäèì ê
óðàâíåíèþ äèôôóçèè ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè:

ut = a2uxx + f(x, t),

ãäå a2 =
D

c
, f(x, t) =

F

c
.
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Àíàëîãîì çàêîíà Íüþòîíà êîíâåêòèâíîãî òåïëîîáìåíà ÿâëÿåòñÿ çàêîí
äèôôóçèè ÷åðåç ïîëóíåïðîíèöàåìóþ ïåðåãîðîäêó:

q = −λ(u− u0(t)).

Ïðîâåðüòå ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Çàäà÷à 3.4. Åñëè èìååò ìåñòî äèôôóçèÿ ÷åðåç ñòåíêè òðóáêè, òî ïðèõî-
äèì ê óðàâíåíèþ âèäà (3.5).

Çàäà÷à 3.5. Åñëè äèôôóçèÿ ïðîèñõîäèò â ñðåäå, äâèæóùåéñÿ âäîëü îñè
x ñî ñêîðîñòüþ v(t), òî ïîëó÷àåì óðàâíåíèå (3.4).

Â ïðîöåññàõ äèôôóçèè ïëîòíîñòü èñòî÷íèêîâ âåùåñòâà ìîæåò áûòü
ïðîïîðöèîíàëüíà êîíöåíòðàöèè, ïðè÷åì êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíî-
ñòè ìîæåò áûòü êàê áîëüøå íóëÿ, òàê è ìåíüøå íóëÿ. Íàïðèìåð, äëÿ
íåóñòîé÷èâîãî ãàçà ÷àñòèöû âåùåñòâà ðàñïàäàþòñÿ, à â ïðîöåññàõ öåïíûõ
ðåàêöèé ðàçìíîæàþòñÿ.

Çàäà÷à 3.6. Åñëè ÷àñòèöû âåùåñòâà
1) ðàñïàäàþòñÿ, ïðè÷åì ñêîðîñòü ðàñïàäà â êàæäîé òî÷êå ïðîïîðöèîíàëüíà
êîíöåíòðàöèè, òî óðàâíåíèå äèôôóçèè èìååò âèä

ut = Duxx − β1u;

2) ðàçìíîæàþòñÿ, ïðè÷åì ñêîðîñòü ðàçìíîæåíèÿ â êàæäîé òî÷êå ïðîïîð-
öèîíàëüíà êîíöåíòðàöèè, òî óðàâíåíèå äèôôóçèè èìååò âèä

ut = Duxx + β2u.

Çäåñü D � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè, β1 > 0, β2 > 0 � êîýôôèöèåíòû
ðàñïàäà è ðàçìíîæåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî.

Ê óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè ïðèâîäÿò òàêæå íåêîòîðûå çàäà÷è äâè-
æåíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè, à òàêæå çàäà÷è ýëåêòðîäèíàìèêè.



3.3. Ïîñòàíîâêà íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ
òåïëîïðîâîäíîñòè íà îòðåçêå 47

3.3 Ïîñòàíîâêà íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ îäíîìåð-
íîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè íà îòðåçêå

Êàê ïðàâèëî, äëÿ íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè u(x, t), óäîâëåòâîðÿ-
þùåé óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè, êîãäà ïðîñòðàíñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ
x ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó èíòåðâàëó (0, `), à âðåìÿ t áîëüøå íóëÿ, íåîá-
õîäèìî çàäàâàòü íà÷àëüíîå óñëîâèå (ïðè t = 0) è êðàåâûå óñëîâèÿ (ïðè
x = 0, x = `).

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ñòàíäàðòíûõ ïîñòàíîâîê íà÷àëüíî-êðàåâûõ çà-
äà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè íà îòðåçêå. Ýòî ïåðâàÿ, âòîðàÿ, òðå-
òüÿ êðàåâàÿ çàäà÷à è çàäà÷à î êîëüöå.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà ïåðâîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è èìååò
âèä:

ut = a2uxx + f(x, t), x ∈ (0, `), t > 0;

u|t=0 = ϕ(x);

u(0, t) = µ1(t);

u(`, t) = µ2(t).

Çäåñü u(x, t) ïîäëåæèò îïðåäåëåíèþ, ôóíêöèè f(x, t), ϕ(x), µ1(t), µ2(t) ñ÷è-
òàþòñÿ èçâåñòíûìè.

Åñëè ðå÷ü èäåò î ïðîöåññàõ òåïëîïðîâîäíîñòè, òî ôèçè÷åñêàÿ ôîðìó-
ëèðîâêà ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è âûãëÿäèò òàê: íàéòè ðàñïðåäåëåíèå òåìïå-
ðàòóðû u(x, t) â ñòåðæíå x ∈ [0, `], åñëè ïî ñòåðæíþ íåïðåðûâíî ðàñïðå-
äåëåíû èñòî÷íèêè òåïëà ïëîòíîñòè f(x, t), íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå òåì-
ïåðàòóðû ϕ(x) çàäàíî, íà ëåâîì êîíöå ñòåðæíÿ òåìïåðàòóðà ðàâíà µ1(t), à
íà ïðàâîì � µ2(t).

Âòîðàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à îòëè÷àåòñÿ îò ïåðâîé òåì, ÷òî âìåñòî òåìïåðà-
òóðû íà êîíöàõ ñòåðæíÿ çàäàþòñÿ òåïëîâûå ïîòîêè:

−κux(0, t) = q1(t);

κux(`, t) = q2(t).
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Òàê êàê êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè κ è âåëè÷èíû ïîòîêîâ q1(t), q2(t)

÷èòàþòñÿ èçâåñòíûìè, òî çàäàíèå ïîòîêîâ ðàâíîñèëüíî çàäàíèþ çíà÷åíèé
ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè u(x, t) ïî ïåðåìåííîé x íà êîíöàõ ñòåðæíÿ.

Ïîëíîñòüþ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà âòîðîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà-
÷è âûãëÿäèò òàê:

ut = a2uxx + f(x, t), x ∈ (0, `), t > 0;

u|t=0 = ϕ(x);

ux(0, t) = ν1(t);

ux(`, t) = ν2(t).

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå îäíîðîäíûõ êðàåâûõ óñëîâèé, êîãäà ïîòîêè íà êîí-
öàõ ñòåðæíÿ ðàâíû íóëþ, ãîâîðÿò, ÷òî êîíöû ñòåðæíÿ òåïëîèçîëèðîâàíû:

ux(0, t) = 0;

ux(`, t) = 0.

Åñëè íà êîíöàõ ñòåðæíÿ ïðîèñõîäèò êîíâåêòèâíûé òåïëîîáìåí ïî çà-
êîíó Íüþòîíà ñî ñðåäîé, òåìïåðàòóðà êîòîðîé çàäàíà, òî ñîîòâåòñòâóþùèå
êðàåâûå óñëîâèÿ íàçûâàþòñÿ êðàåâûìè óñëîâèÿìè òðåòüåãî ðîäà. Òðåòüÿ
êðàåâàÿ çàäà÷à èìååò âèä

ut = a2uxx + f(x, t), x ∈ (0, `), t > 0;

u|t=0 = ϕ(x);

ux(0, t) = λ(u(0, t)− ϑ1(t));

ux(`, t) = −λ(u(`, t)− ϑ2(t));

Çäåñü ϑ1(t) è ϑ1(t) � çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóðû îêðóæàþùåé ñðåäû ó êîíöîâ
ñòåðæíÿ, λ =

α

κ
, ãäå α � êîýôôèöèåíò òåïëîîáìåíà, κ � êîýôôèöèåíò

òåïëîïðîâîäíîñòè.
Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà òåìïåðàòóðà îêðóæàþùåé ñðåäû ðàâíà íóëþ,
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ïðèõîäèì ê îäíîðîäíûì êðàåâûì óñëîâèÿì òðåòüåãî ðîäà.

ux(0, t) = λu(0, t);

ux(`, t) = −λu(`, t).

Âîçìîæíû òàêæå ïîñòàíîâêè çàäà÷ ñî ñìåøàííûìè êðàåâûìè óñëîâè-
ÿìè. Íàïðèìåð, íà ëåâîì êîíöå ñòåðæíÿ çàäàíà òåìïåðàòóðà, à íà ïðàâîì
òåïëîâîé ïîòîê.

Íàêîíåö, ïîñòàâèì çàäà÷ó î íàãðåâàíèè òîíêîãî îäíîðîäíîãî êîëüöà ñ
òåïëîèçîëèðîâàííîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ, åñëè ïî ñòåðæíþ íåïðåðûâíî
ðàñïðåäåëåíû èñòî÷íèêè òåïëà ïëîòíîñòè f(x, t), íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
òåìïåðàòóðû çàäàíî è ðàâíî ϕ(x). Êîîðäèíàòà x ∈ [−`, `] � ýòî äëèíà äóãè
êîëüöà.

Óñëîâèå ñîâïàäåíèÿ (îòîæäåñòâëåíèÿ) òî÷åê x = −` è x = ` ôîðìó-
ëèðóåòñÿ òàê: â ýòèõ òî÷êàõ ñîâïàäàþò çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóðû è òåïëîâûõ
ïîòîêîâ.

ut = a2uxx + f(x, t), x ∈ (−`, `), t > 0;

u|t=0 = ϕ(x);

u(−`, t) = u(`, t);

ux(−`, t) = ux(`, t).

Ïîñòàíîâêó çàäà÷è î êîëüöå ìîæíî çàïèñàòü ïî-äðóãîìó � êàê çàäà÷ó
íà ïðÿìîé x ∈ R ñ óñëîâèåì 2`-ïåðèîäè÷íîñòè.

ut = a2uxx + f(x, t), x ∈ R, t > 0;

u|t=0 = ϕ(x);

u(x + 2`, t) = u(x, t).

Ôóíêöèè f(x, t) è ϕ(x) òàêæå ïðåäïîëàãàþòñÿ 2`-ïåðèîäè÷åñêèìè ïî ïåðå-
ìåííîé x.

Âñå ðàññìîòðåííûå âûøå çàäà÷è ìîãóò îïèñûâàòü òàêæå ïðîöåññû
äèôôóçèè, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïîâåðõíîñòÿìè ðàâíîé êîíöåíòðàöèè â
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êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t ÿâëÿþòñÿ ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíûå îñè x.
Êðàåâûå óñëîâèÿ ïåðâîãî ðîäà îçíà÷àþò, ÷òî íà ãðàíè÷íûõ ïëîñêîñòÿõ çà-
äàíà êîíöåíòðàöèÿ äèôôóíäèðóþùåãî âåùåñòâà, âòîðîãî ðîäà � çàäàí ïî-
òîê. Åñëè ïîòîê ðàâåí íóëþ, òî ãðàíè÷íûå ïëîñêîñòè íåïðîíèöàåìû. Êðà-
åâûå óñëîâèÿ òðåòüåãî ðîäà ãîâîðÿò î òîì, ÷òî ãðàíè÷íûå ïëîñêîñòè ÿâëÿ-
þòñÿ ïîëóíåïðîíèöàåìûìè, ïðè÷åì äèôôóçèÿ ÷åðåç ýòè ïëîñêîñòè ïðîèñ-
õîäèò ïî çàêîíó, ïîäîáíîìó çàêîíó Íüþòîíà êîíâåêòèâíîãî òåïëîîáìåíà.

Äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè âîçìîæíû òàêæå ïîñòàíîâêè êðàå-
âûõ çàäà÷ áåç íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Ïóñòü f(x, t) � îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ:

|f(x, t)| 6 M.

Òîãäà ìîæíî ðàçûñêèâàòü îãðàíè÷åííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîä-
íîñòè:

ut = a2uxx + f(x, t), x ∈ (0, `), t ∈ R;

|u(x, t)| 6 M,

u(0, t) = 0; u(`, t) = 0.

Åñëè t ìåíÿåòñÿ íà âñåé âåùåñòâåííîé îñè, òî ðîëü íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ
ìîæåò èãðàòü óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè ïî âðåìåíè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(x, t)

� ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî âðåìåíè ôóíêöèÿ:

f(x, t + T ) = f(x, t).

Ïîñòàâèì çàäà÷ó îòûñêàíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, óäî-
âëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ ïåðèîäè÷íîñòè ïî âðåìåíè ñ òåì æå ïåðèîäîì, à
òàêæå îäíîðîäíûì êðàåâûì óñëîâèÿì ïåðâîãî ðîäà:

ut = a2uxx + f(x, t), x ∈ (0, `), t ∈ R;

u(x, t + T ) = u(x, t),

u(0, t) = 0; u(`, t) = 0.
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Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïëîòíîñòü âíóòðåííèõ èñòî÷íèêîâ òåïëà

f = f(x)

íå çàâèñèò îò âðåìåíè , òî åñòåñòâåííî ðàçûñêèâàòü ñòàöèîíàðíîå ðàñïðå-
äåëåíèå òåìïåðàòóðû u = u(x). Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà ñòàöèîíàðíîé
ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è èìååò âèä:

a2u′′(x) + f(x) = 0, x ∈ (0, `);

u(0) = 0; u(`) = 0.

Çàìåòèì, ÷òî îòûñêàíèå ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîä-
íîñòè ïðèâîäèò ê ðåøåíèþ îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà:

−u′′(x) = g(x).

3.4 Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ

Ðàññìîòðèì ïåðâóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

ut = a2uxx + f(x, t), x ∈ (0, `), t > 0;

u|t=0 = ϕ(x);

u(0, t) = µ1(t);

u(`, t) = µ2(t).

Ïóñòü T > 0 � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ôóíêöèÿ u(x, t), äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðó-
åìàÿ ïî x è îäèí ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïî t â îáëàñòè
(0, `)× (0, T )

u ∈ C2,1
x,t

(
(0, `)× (0, T )

)

è íåïðåðûâíàÿ âïëîòü äî ãðàíèöû ýòîé îáëàñòè

u ∈ C([0, `]× [0, T ]) (3.7)
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íàçûâàåòñÿ êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì ïåðâîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ
óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ïðè
(x, t) ∈ (0, `) × (0, T ), íà÷àëüíîìó óñëîâèþ ïðè t = 0, x ∈ [0, `] è êðàå-
âûì óñëîâèÿì ïðè âñåõ t ∈ [0, T ].

Òàê êàê â êðàåâûå óñëîâèÿ âòîðîãî è òðåòüåãî ðîäà âõîäÿò ïðîèçâîä-
íûå ïî x, òî îïðåäåëåíèå êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ âòîðîé è òðåòüåé êðàåâîé
çàäà÷è îòëè÷àåòñÿ òåì, ÷òî òðåáîâàíèå (3.7) çàìåíÿåòñÿ íà

u ∈ C1,0
x,t ([0, `]× [0, T ]). (3.8)

Ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì òåîðåìó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ïåðâîé
íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è.

Òåîðåìà 1. Íå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ ïåðâîé
íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò äâà ðåøåíèÿ ïîñòàâëåí-
íîé çàäà÷è: u1(x, t) è u2(x, t). Òîãäà èõ ðàçíîñòü

v(x, t) = u1(x, t)− u2(x, t)

óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ, íóëåâûì íà÷àëüíûì è êðàåâûì
óñëîâèÿì:

vt = a2vxx, x ∈ (0, `), t > 0;

v|t=0 = 0;

v(0, t) = 0, v(`, t) = 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî v(x, t) ≡ 0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è. Äîêàæåì,
÷òî äðóãèõ ðåøåíèé íåò.

Óìíîæèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà v(x, t) è ïðîèíòåãðèðóåì ïî x îò 0

äî `:
`∫

0

vt(x, t)v(x, t)dx = a2

`∫

0

vxx(x, t)v(x, t)dx.
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Ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî

1

2

d

dt

`∫

0

v2(x, t)dx = a2

`∫

0

v(x, t)dvx(x, t).

Ïðèìåíèì ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:
`∫

0

v(x, t)dvx(x, t) = v(x, t)vx(x, t)

∣∣∣∣∣

`

0

−
`∫

0

v2
x(x, t)dx.

Â ñèëó êðàåâûõ óñëîâèé ïîäñòàíîâêà îáðàùàåòñÿ â íîëü.
Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî ïðèíèìàåò âèä:

1

2

d

dt

`∫

0

v2(x, t)dx = −a2

`∫

0

v2
x(x, t)dx. (3.9)

Îáîçíà÷èì

z(t) =

`∫

0

v2(x, t)dx = ‖v(·, t)‖2
L2(0,`).

Òàê êàê

a2

`∫

0

v2
x(x, t)dx > 0,

òî èç ðàâåíñòâà (3.9) ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè z(t) íåïîëîæè-
òåëüíà:

z′(t) 6 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, z(t) � íåâîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ è

z(t) 6 z(0) ∀t > 0.

Èç íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ âûòåêàåò, ÷òî

z(0) =

`∫

0

v2(x, 0)dx = 0.
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Ïîýòîìó, ñ ó÷åòîì íåîòðèöàòåëüíîñòè z(t), âûïîëíÿåòñÿ äâîéíîå íåðàâåí-
ñòâî

0 6 z(t) 6 0,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî z(t) ≡ 0, òî åñòü
`∫

0

v2(x, t)dx ≡ 0.

Òàê êàê ïîäèíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íåîòðèöàòåëüíà, òî v(x, t) = 0 äëÿ ïî-
÷òè âñåõ x ∈ [0, `]. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè v(x, t)

v(x, t) ≡ 0.

Çàäà÷à 3.7. Äîêàæèòå òåîðåìó åäèíñòâåííîñòè êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ
âòîðîé êðàåâîé çàäà÷è.

Çàäà÷à 3.8. Äîêàæèòå òåîðåìó åäèíñòâåííîñòè êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ
òðåòüåé êðàåâîé çàäà÷è.

Çàäà÷à 3.9. Îïðåäåëèòå êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è î êîëüöå è äîêàæè-
òå òåîðåìó åäèíñòâåííîñòè äëÿ ýòîé çàäà÷è.

3.5 Ðåøåíèå ïðîñòåéøèõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëî-
ïðîâîäíîñòè

Ïðè ðåøåíèè ñëåäóþùåé çàäà÷è ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàåò ôèçè÷åñêàÿ
òðàêòîâêà êðàåâûõ óñëîâèé.

Çàäà÷à 3.10. Ðàññìîòðèì ñòåðæåíü ñ òåïëîèçîëèðîâàííîé áîêîâîé ïîâåðõ-
íîñòüþ â îòñóòñòâèå èñòî÷íèêîâ òåïëà. Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
ñòåðæåíü ðàâíîìåðíî íàãðåò:

u|t=0 = T = const.
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Ñôîðìóëèðóéòå ìàòåìàòè÷åñêèå è ôèçè÷åñêèå ïîñòàíîâêè ïåðâîé, âòîðîé,
òðåòüåé êðàåâîé çàäà÷è è çàäà÷è î êîëüöå, äëÿ êîòîðûõ òåìïåðàòóðà ñòåðæ-
íÿ îñòàíåòñÿ ïîñòîÿííîé âî âñå ìîìåíòû âðåìåíè:

u(x, t) ≡ T.

Â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ ðåøåíèå íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâ-
íåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ìîæíî óãàäàòü. Ñîãëàñíî äîêàçàííûì òåîðåìàì
åäèíñòâåííîñòè, äðóãèõ ðåøåíèé áûòü íå ìîæåò.

Îáùèõ ðåöåïòîâ ïîäáîðà ðåøåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ äàííûì óñëîâè-
ÿì, íå ñóùåñòâóåò. Ìîæíî ïîïûòàòüñÿ ðàçûñêèâàòü ðåøåíèå â âèäå ôóíê-
öèè, çàâèñÿùåé òîëüêî îò îäíîé ïåðåìåííîé

u = u(t) èëè u = u(x).

Çàäà÷à 3.11. Íàéäèòå ðåøåíèå ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è

ut = a2uxx + A cos t, x ∈ (0, `), t > 0;

u|t=0 = 0;

u(0, t) = A sin t;

u(`, t) = A sin t.

Êàê ìîæíî èçìåíèòü êðàåâûå óñëîâèÿ, ÷òîáû âèä ðåøåíèÿ îñòàëñÿ íåèç-
ìåííûì?

Çàäà÷à 3.12. Íàéäèòå ðåøåíèå âòîðîé êðàåâîé çàäà÷è

ut = a2uxx + f, x ∈ (0, `), t > 0;

u|t=0 = ϕ;

ux(0, t) = 0;

ux(`, t) = 0

ñ ïîñòîÿííûìè f è ϕ. Äàéòå ôèçè÷åñêóþ òðàêòîâêó ðåøåíèÿ. Äëÿ êàêèõ
åùå êðàåâûõ óñëîâèé ðåøåíèå áóäåò èìåòü òîò æå âèä?
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Çàäà÷à 3.13. Íàéäèòå ðåøåíèå òðåòüåé êðàåâîé çàäà÷è

ut = a2uxx + 3, x ∈ (0, `), t > 0;

u|t=0 = 0;

ux(0, t) = λ(u(0, t)− 3t);

ux(`, t) = −λ(u(`, t)− 3t);

Êàê ìîæíî èçìåíèòü êðàåâûå óñëîâèÿ, ÷òîáû âèä ðåøåíèÿ îñòàëñÿ íåèç-
ìåííûì?

Çàäà÷à 3.14. Íàéäèòå ðåøåíèå çàäà÷è î êîëüöå

ut = a2uxx + Be−t, x ∈ R, t > 0;

u|t=0 = 0;

u(x + 2π, t) = u(x, t).

Äëÿ êàêèõ åùå êðàåâûõ óñëîâèé ðåøåíèå áóäåò èìåòü òîò æå âèä?

Äàéòå ôèçè÷åñêèå ôîðìóëèðîâêè è íàéäèòå ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ çàäà÷
äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè.

Çàäà÷à 3.15.

ut = a2uxx, x ∈ (0, 1), t > 0;

u|t=0 = 3x + 1;

u(0, t) = 1;

u(1, t) = 4

Çàäà÷à 3.16.

ut = a2uxx, x ∈ (0, 1), t > 0;

u|t=0 = x + 2;

ux(0, t) = 1;

u(1, t) = 3
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Çàäà÷à 3.17.

ut = a2uxx, x ∈ (0, 1), t > 0;

u|t=0 = x + 2;

u(0, t) = 2;

ux(1, t) = 1

Çàäà÷à 3.18.

ut = uxx − 6, x ∈ (0, 2), t > 0;

u|t=0 = 3x2 + 1;

u(0, t) = 1;

ux(2, t) = 12

Çàäà÷à 3.19.

ut = uxx − 6, x ∈ (0, 1), t > 0;

u|t=0 = 3x2 + 1;

ux(0, t) = 0;

u(1, t) = 4



Ãëàâà 4

Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè â
ïðîñòðàíñòâå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
ìíîãî÷ëåíîâ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíî-
ñòè ñ îäíîðîäíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè â ñëó÷àå, êîãäà íåîäíîðîäíîñòü â
óðàâíåíèè, à òàêæå íà÷àëüíîå óñëîâèå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîíå÷íóþ ëè-
íåéíóþ êîìáèíàöèþ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé äàííîé çàäà÷è. Òîãäà óðàâíåíèå
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ìîæíî ñâåñòè ê îáûêíîâåííîìó äèôôåðåíöèàëü-
íîìó óðàâíåíèþ â êîíå÷íîìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ìåòîä, ïðèìåíÿ-
åìûé äëÿ ðåøåíèÿ êàê îäíîðîäíîãî, òàê è íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé êîíå÷íîìåðíûé àíàëîã ìåòîäà Ôóðüå � îäíîãî èç îñíîâíûõ
ìåòîäîâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

4.1 Îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â Rm

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â Rm ââåäåíà åâêëèäîâà ñòðóêòóðà, A : Rm → Rm �
ëèíåéíûé îïåðàòîð.

Ïóñòü îïåðàòîð A � ñèììåòðè÷åñêèé:

(Au, v) = (u,Av) ∀u, v ∈ Rm.

×åðåç Xk îáîçíà÷èì ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà A, îòâå÷àþùèé ñîá-
ñòâåííîìó çíà÷åíèþ λk:

AXk = λkXk.
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Òîãäà â Rm ñóùåñòâóåò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, è
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âåùåñòâåííû. Åñëè äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèòü,
÷òî îïåðàòîð A íåîòðèöàòåëåí:

(Av, v) > 0 ∀v ∈ Rm,

òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íåîòðèöàòåëüíû.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ â Rm:

v′(t) = −Av(t), v ∈ Rm; (4.1)

v(0) = ϕ. (4.2)

Òîãäà ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ìîæíî ðàçëîæèòü ïî ñîáñòâåííîìó áàçèñó
îïåðàòîðà A:

v(t) =
m∑

j=1

Cj(t)Xj, (4.3)

ãäå Cj(t) � íåèçâåñòíûå ôóíêöèè.
Âåêòîð íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé òàêæå ðàçëîæèì ïî áàçèñó

ϕ =
m∑

j=1

ϕjXj. (4.4)

Êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ϕj íàéäåì, ïîëüçóÿñü îðòîãîíàëüíîñòüþ ñîá-
ñòâåííûõ âåêòîðîâ Xj. Óìíîæèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (4.4) ñêàëÿðíî íà
Xi:

(ϕ,Xi) =
m∑

j=1

ϕj(Xj, Xi) = ϕi(Xi, Xi) = ϕi‖Xi‖2.

Îòñþäà
ϕj =

(ϕ,Xj)

‖Xj‖2 . (4.5)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ Cj(t) ïîä-
ñòàâèì v(t) (4.3) â óðàâíåíèå (4.1)

m∑
j=1

C ′
j(t)Xj = −

m∑
j=1

Cj(t)AXj = −
m∑

j=1

Cj(t)λjXj
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è â íà÷àëüíîå óñëîâèå (4.2)
m∑

j=1

ϕjXj =
m∑

j=1

Cj(0)Xj.

Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñó, êàæäàÿ èç ôóíêöèé
Cj(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè

C ′
j(t) = −λjCj(t);

Cj(0) = ϕj.

Îòñþäà íàõîäèì Cj(t):
Cj(t) = ϕje

−λjt.

Îêîí÷àòåëüíî, ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (4.1)�(4.2) èìååò âèä

v(t) =
m∑

j=1

ϕje
−λjtXj, (4.6)

ãäå ϕj íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì (4.5).
Çàìåòèì, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèè

{
e−λjtXj

}m

j=1 îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëü-
íóþ ñèñòåìó ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (4.1).

4.2 Êîíå÷íîìåðíàÿ ìîäåëü äëÿ îäíîðîäíîãî óðàâíå-
íèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

×åðåç Em îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ âèäà

p(x) =
c0

2
+

N∑

k=1

ck cos(kx) + dk sin(kx) (4.7)

ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ck, dk ∈ R.
Çàäàäèì â Em ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïî ôîðìóëå

(p, q) =

π∫

−π

p(x)q(x)dx. (4.8)

Òîãäà Em ïðåâðàùàåòñÿ â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî.
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Îðòîãîíàëüíûé áàçèñ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå îáðàçóþò òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèå ìíîãî÷ëåíû

X0 = 1, Xk = {cos(kx); sin(kx)}, 1 6 k 6 N.

Ñëåäîâàòåëüíî, Em � êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè

m = 2N + 1.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â îòëè÷èå îò êîíå÷íîìåðíîãî ÷èñëîâîãî ïðîñòðàí-
ñòâà Rm ïðîñòðàíñòâî Em ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì ôóíêöèîíàëüíûì ïðî-
ñòðàíñòâîì � åãî ýëåìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè!

Ïóñòü A : Em → Em � ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, äåé-
ñòâóþùèé ïî ïðàâèëó

Ap(x) = −d2p

dx2 . (4.9)

Óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî A ñèììåòðè÷åí. Äëÿ ýòîãî ïðåîáðàçóåì ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå

(Ap, q) = −
π∫

−π

d2p

dx2q(x)dx = −dp

dx
q(x)

∣∣∣∣∣

π

−π

+

π∫

−π

dp

dx

dq

dx
dx.

Òàê êàê òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû p(x) è q(x) 2π-ïåðèîäè÷íû, òî
ïîäñòàíîâêà ïðîïàäàåò, è

(Ap, q) =

π∫

−π

dp

dx

dq

dx
dx.

Ñëåäîâàòåëüíî,
(Ap, q) = (Aq, p).

Îïåðàòîð A íåîòðèöàòåëåí, òàê êàê

(Ap, p) =

π∫

−π

(
dp

dx

)2

dx > 0.

Ïîñòàâèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λk è ñîáñòâåííûõ
âåêòîðîâ Xk îïåðàòîðà A:

AXk = λkXk, Xk 6= 0, Xk ∈ Em.
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Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà A, äàííóþ çàäà÷ó â ïðîñòðàíñòâå
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ Em ïåðåïèøåì â âèäå:

X ′′
k + λkXk = 0;

Xk(x + 2π) = Xk(x), Xk ∈ Em.

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì

λ0 = 0, X0 = 1, λk = k2, Xk = {cos(kx); sin(kx)}, 1 6 k 6 N.

(4.10)
Òåïåðü ðàññìîòðèì óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè íà îêðóæíîñòè:

ut = uxx, x ∈ R, t > 0; (4.11)

u|t=0 = ϕ(x); (4.12)

u(x + 2π, t) = u(x, t), (4.13)

Ïóñòü íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ ϕ ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Em. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì âèäà

ϕ(x) =
c0

2
+

N∑

k=1

ck cos(kx) + dk sin(kx). (4.14)

Áóäåì ðàçûñêèâàòü ðåøåíèå çàäà÷è î êîëüöå u(x, t), ïðèíàäëåæàùåå
ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì t ïðîñòðàíñòâó Em. Åñëè òàêîå ðåøåíèå áó-
äåò íàéäåíî, òî, â ñèëó äîêàçàííîé òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè, ìîæíî óòâåð-
æäàòü, ÷òî äðóãèõ ðåøåíèé ó çàäà÷è (4.11)�(4.13) íåò.

Ïîêàæåì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìóþ íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíå-
íèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ìîæíî ñâåñòè ê îáûêíîâåííîìó äèôôåðåíöè-
àëüíîìó óðàâíåíèþ â ïðîñòðàíñòâå Em.

Ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ u(x, t) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèþ
îäíîé ïåðåìåííîé t ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå Em:

u(x, t) = v(t); v(t) ∈ Em.

Òîãäà ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè u(x, t) ïî ïåðåìåííîé t � ýòî
îáû÷íàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè v(t) ïî t:

ut(x, t) =
dv

dt
.
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Ïî îïðåäåëåíèþ îïåðàòîðà A,

Av(t) = −∂2u(x, t)

∂x2 .

Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à î êîëüöå (4.11)�(4.13) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å Êîøè
â ïðîñòðàíñòâå Em:

v′(t) = −Av(t), v ∈ Em; (4.15)

v(0) = ϕ, (4.16)

ãäå ϕ ∈ Em � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ.
Ðàíåå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (4.15)�(4.16) íàõîäèòñÿ ïî

ôîðìóëå

v(t) =
m∑

j=1

ϕje
−λjtXj,

Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ýòà ôîðìóëà ïðèíèìàåò
âèä:

u(x, t) =
m∑

j=1

ϕje
−λjtXj(x). (4.17)

Òàê êàê íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ óæå ðàçëîæåíà ïî áàçèñó {Xj}m
j=1, òî êîýô-

ôèöèåíòû ϕj èçâåñòíû.
Â ÿâíîì âèäå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè íà îêðóæíîñòè

áóäåò âûïèñàíî â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.

4.3 Îäíîðîäíîå óðàâíåíèå â ïðîñòðàíñòâå òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ

Ïðèìåð 4.1. Íàéäåì ðåøåíèå çàäà÷è î êîëüöå äëÿ îäíîðîäíîãî óðàâíå-
íèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè â ñëó÷àå, êîãäà íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò
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ñîáîé êîíå÷íóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé:

ut = a2uxx, x ∈ R, t > 0;

u|t=0 =
c0

2
+

N∑

k=1

ck cos(kx) + dk sin(kx);

u(x + 2π, t) = u(x, t).

Êîýôôèöèåíòû ck, dk çàäàíû.

Òàê êàê ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè äàííîé çàäà÷è
èçâåñòíû (4.10), ðîëü êîýôôèöèåíòîâ ϕj èãðàþò c0, ck, dk, 1 6 k 6 N , òî,
ñîãëàñíî (4.17), ðåøåíèå èìååò âèä

u(x, t) =
c0

2
+

N∑

k=1

(ck cos(kx) + dk sin(kx))e−k2t

è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ïî x ñ êîýôôèöèåí-
òàìè, çàâèñÿùèìè îò t.

Â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî áûëî óãàäàòü ðåøåíèå çàäà÷è è âîñïîëüçîâàòü-
ñÿ òåîðåìîé åäèíñòâåííîñòè.

Ïðèìåð 4.2. Íàéäåì ðåøåíèå çàäà÷è

ut = a2uxx, x ∈ R, t > 0;

u|t=0 = 2 cos(x) + 3 sin(4x) + 5;

u(x + 2π, t) = u(x, t).

Òàê êàê íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ëèíåéíîé êîìáèíàöè-
åé ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé äàííîé çàäà÷è, òî ðåøåíèå ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî
÷èñëà ñëàãàåìûõ è èìååò âèä

u(x, t) = 2 cos(x)e−t + 3 sin(4x)e−16t + 5.

Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è ñ äðóãèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè.
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Çàäà÷à 4.1. Íàéäèòå ðåøåíèå ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è

ut = a2uxx x ∈ (0, `), t > 0;

u|t=0 =
N∑

k=1

dk sin

(
πk

`
x

)
;

u(0, t) = 0; u(`, t) = 0.

Îòâåò.

u(x, t) =
N∑

k=1

dk sin

(
πk

`
x

)
e
−


πk

`




2

t

.

Çàäà÷à 4.2. Íàéäèòå ðåøåíèå âòîðîé êðàåâîé çàäà÷è

ut = a2uxx x ∈ (0, `), t > 0;

u|t=0 =
c0

2
+

N∑

k=1

ck cos

(
πk

`
x

)
;

ux(0, t) = 0; ux(`, t) = 0.

Îòâåò.

u(x, t) =
c0

2
+

N∑

k=1

ck cos

(
πk

`
x

)
e
−


πk

`




2

t

.

Íàéäèòå ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ çàäà÷.

Çàäà÷à 4.3.

ut = a2uxx, x ∈ R, t > 0;

u|t=0 = 4 + 5 cos(2x) + 6 sin(3x);

u(x + 2π, t) = u(x, t).
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Çàäà÷à 4.4.
ut = a2uxx, x ∈ R, t > 0;

u|t=0 = 7 + 9 cos

(
5π

`
x

)
+ sin

(
2π

`
x

)
;

u(x + 2`, t) = u(x, t).

Çàäà÷à 4.5.
ut = a2uxx x ∈ (0, 1), t > 0;

u|t=0 = 3 sin (2πx) ;

u(0, t) = 0; u(1, t) = 0.

Çàäà÷à 4.6.
ut = a2uxx x ∈ (0, 3), t > 0;

u|t=0 = 1 + 5 cos

(
4π

3
x

)
;

ux(0, t) = 0; ux(3, t) = 0.

Çàäà÷à 4.7.
ut = a2uxx x ∈ (0, 2), t > 0;

u|t=0 = 6 cos
(π

4
x
)

+ 10 cos

(
3π

4
x

)
;

ux(0, t) = 0; u(2, t) = 0.

Çàäà÷à 4.8.
ut = a2uxx x ∈ (0, 1), t > 0;

u|t=0 = 3 sin (5πx) + 4 sin(7πx);

u(0, t) = 0; ux(1, t) = 0.

Çàäà÷à 4.9. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â ñòåðæíå x ∈ [0, 1] ñ
òåïëîèçîëèðîâàííîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ, åñëè íà êîíöàõ ñòåðæíÿ ïîä-
äåðæèâàåòñÿ òåìïåðàòóðà, ðàâíàÿ íóëþ, à íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà ðàâíà

u|t=0 = 4 sin(2πx) cos(πx).
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Çàäà÷à 4.10. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â ñòåðæíå x ∈ [0, 1] ñ
òåïëîèçîëèðîâàííîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ, åñëè êîíöû ñòåðæíÿ òåïëîèçî-
ëèðîâàíû, à íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà ðàâíà

u|t=0 = 2 cos(3πx) cos(πx).

Çàäà÷à 4.11. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â ñòåðæíå x ∈ [0, 2] ñ
òåïëîèçîëèðîâàííîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ, åñëè ëåâûé êîíåö ñòåðæíÿ òåï-
ëîèçîëèðîâàí,íà ïðàâîì êîíöå ïîääåðæèâàåòñÿ òåìïåðàòóðà, ðàâíàÿ íóëþ,
à íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà ðàâíà

u|t=0 = 2 cos(
πx

2
) cos(

πx

4
).

Çàäà÷à 4.12. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â ñòåðæíå x ∈ [0, 1/2]

ñ òåïëîèçîëèðîâàííîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ, åñëè íà ëåâîì êîíöå ïîääåð-
æèâàåòñÿ òåìïåðàòóðà, ðàâíàÿ íóëþ, ïðàâûé êîíåö ñòåðæíÿ òåïëîèçîëè-
ðîâàí, à íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà ðàâíà

u|t=0 = 4 sin(3πx) cos(2πx).

4.4 Íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå â Rm

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â Rm ââåäåíà åâêëèäîâà ñòðóêòóðà, A : Rm → Rm �
ëèíåéíûé îïåðàòîð. Ïóñòü A ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì è íåîòðèöàòåëüíî
îïðåäåëåííûì.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ â
Rm:

v′(t) = −Av(t) + f(t), v ∈ Rm; (4.18)

v(0) = 0. (4.19)

Ïðèìåíèì ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ. Ðåøåíèå íåîä-
íîðîäíîãî óðàâíåíèÿ áóäåì ðàçûñêèâàòü â òîì æå âèäå, ÷òî ðåøåíèå îäíî-
ðîäíîãî óðàâíåíèÿ (4.6), íî ñ êîýôôèöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè îò âðåìåíè

v(t) =
m∑

j=1

Cj(t)e
−λjtXj, (4.20)
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ãäå Cj(t) � íåèçâåñòíûå ôóíêöèè, λj � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà
A, Xj � ñîáñòâåííûå âåêòîðû.

Âåêòîð-ôóíêöèþ f(t) òàêæå ðàçëîæèì ïî ñîáñòâåííûì âåêòîðàì:

f(t) =
m∑

j=1

fj(t)e
−λjtXj, (4.21)

ãäå
fj(t) =

(f(t), Xj)

‖Xj‖2 .

Ïîäñòàâèì (4.20), (4.21) â óðàâíåíèå è â íà÷àëüíîå óñëîâèå.
Òàê êàê âåêòîð-ôóíêöèè

{
e−λjtXj

}m

j=1 îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñè-
ñòåìó ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (4.1), òî (4.18) ïðèíèìàåò âèä

m∑
j=1

C ′
j(t)e

−λjtXj =
m∑

j=1

fj(t)Xj.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â íà÷àëüíîå óñëîâèå (4.19)
m∑

j=1

Cj(0)Xj = 0.

Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñó, êàæäàÿ èç ôóíêöèé
Cj(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè

C ′
j(t) = eλjtfj(t);

Cj(0) = 0.

Îòñþäà íàõîäèì Cj(t):

Cj(t) =

t∫

0

eλjτfj(τ)dτ. (4.22)

Îêîí÷àòåëüíî, ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (4.18)�(4.19) èìååò âèä

v(t) =
m∑

j=1

Cj(t)e
−λjtXj,

ãäå Cj(t) íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì (4.22).
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4.5 Êîíå÷íîìåðíàÿ ìîäåëü äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâ-
íåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

×åðåç Em ïî-ïðåæíåìó áóäåì îáîçíà÷àòü åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî òðèãî-
íîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ âèäà (4.7) ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (4.8).
Ïóñòü A : Em → Em � ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, äåéñòâó-
þùèé ïî ïðàâèëó (4.9).

Ðàññìîòðèì íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè íà îêðóæíî-
ñòè:

ut = uxx + F (x, t), x ∈ R, t > 0; (4.23)

u|t=0 = 0; (4.24)

u(x + 2π, t) = u(x, t), (4.25)

Ïóñòü ôóíêöèÿ F (x, t) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Em. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì âèäà

F (x, t) =
h0(t)

2
+

N∑

k=1

hk(t) cos(kx) + gk(t) sin(kx). (4.26)

Ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ u(x, t), F (x, t) áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê
ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé t ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå Em:

u(x, t) = v(t); v(t) ∈ Em; F (x, t) = f(t); f(t) ∈ Em.

Òîãäà, êàê è â ñëó÷àå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, çàäà÷ó (4.23)�(4.25)
ìîæíî ñâåñòè ê îáûêíîâåííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ â ïðî-
ñòðàíñòâå Em:

v′(t) = −Av(t) + f(t), v ∈ Rm; (4.27)

v(0) = 0. (4.28)

Åãî ðåøåíèå íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëàì (4.20),(4.22).
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ

â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ èìååò âèä

u(x, t) =
m∑

j=1

Cj(t)e
−λjtXj(x). (4.29)
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Êîýôôèöèåíòû Cj îïðåäåëÿþòñÿ â (4.22).
Â ÿâíîì âèäå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè íà

îêðóæíîñòè áóäåò âûïèñàíî â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.

4.6 Íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå â ïðîñòðàíñòâå òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ

Ïðèìåð 4.3. Íàéäåì ðåøåíèå çàäà÷è î êîëüöå äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâ-
íåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ íóëåâûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì â ñëó÷àå, êîãäà
íåîäíîðîäíîñòü ïðåäñòàâèìà â âèäå êîíå÷íîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñîá-
ñòâåííûõ ôóíêöèé ñ èçâåñòíûìè êîýôôèöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè îò âðå-
ìåíè:

ut = a2uxx +
h0(t)

2
+

N∑

k=1

hk(t) cos(kx) + gk(t) sin(kx), x ∈ R, t > 0;

u|t=0 = 0;

u(x + 2π, t) = u(x, t).

Ðåøåíèå u(x, t) èìååò âèä

u(x, t) =
A0(t)

2
+

N∑

k=1

(Ak(t) cos(kx) + Bk(t) sin(kx))e−k2t

ñ íåèçâåñòíûìè êîýôôèöèåíòàìè Ak(t), Bk(t).
Ïîäñòàâëÿÿ u(x, t) â óðàâíåíèå è â íà÷àëüíîå óñëîâèå è ïðèðàâíèâàÿ

êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèÿõ, ïðèõîäèì ê ñëå-
äóþùèì çàäà÷àì Êîøè äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ � ïðè k = 0:

A′
0(t) = f0(t); A0(0) = 0;

ïðè 1 6 k 6 N :

A′
k(t) = ek2tfk(t); Ak(0) = 0;

B′
k(t) = ek2tgk(t); Bk(0) = 0;
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Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèåì çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íàÿ ñóììà

u(x, t) =
A0(t)

2
+

N∑

k=1

(Ak(t) cos(kx) + Bk(t) sin(kx))e−k2t,

ãäå êîýôôèöèåíòû îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè:

A0(t) =

t∫

0

f0(τ)dτ ;

Ak(t) =

t∫

0

ek2τfk(τ)dτ ; Bk(t) =

t∫

0

ek2τgk(τ)dτ 1 6 k 6 N.

Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå ñ íåíóëåâûì íà÷àëü-
íûì óñëîâèåì, òî óäîáíî ðàçáèâàòü èñõîäíóþ çàäà÷ó íà äâå: îäíîðîäíîå
óðàâíåíèå ñ íåíóëåâûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì è íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå ñ
íóëåâûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì.

Ïðèìåð 4.4. Íàéäåì ðåøåíèå çàäà÷è

ut = a2uxx + e−t cos(2x) + 3 sin(5x) + 4t, x ∈ R, t > 0;

u|t=0 = 7 cos(x) + 5 sin(2x) + 6;

u(x + 2π, t) = u(x, t).

Ðåøåíèå u(x, t) áóäåì ðàçûñêèâàòü â âèäå ñóììû äâóõ ôóíêöèé

u(x, t) = u(1)(x, t) + u(2)(x, t),

îäíà èç êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ ñ íåíóëåâûì íà-
÷àëüíûì óñëîâèåì

u
(1)
t = u(1)

xx , x ∈ R, t > 0;

u(1)|t=0 = 7 cos(x) + 5 sin(2x) + 6;

u(1)(x + 2π, t) = u(1)(x, t),
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à âòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñ íóëåâûì íà÷àëü-
íûì óñëîâèåì:

u
(2)
t = u(2)

xx + e−t cos(2x) + 3 sin(5x) + 4t, x ∈ R, t > 0;

u(2)|t=0 = 0;

u(2)(x + 2π, t) = u(2)(x, t).

Ðåøåíèå ïåðâîé çàäà÷è u(1)(x, t) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

u(1)(x, t) = 7 cos(x)e−t + 5 sin(2x)e−4t + 6.

Ðåøåíèå âòîðîé çàäà÷è u(2)(x, t) áóäåì ðàçûñêèâàòü â âèäå êîíå÷íîé
ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

u(2)(x, t) = A2(t) cos(2x)e−4t + B5(t) sin(5x)e−25t +
A0(t)

2
.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ ïîëó÷àåì çàäà÷è Êîøè:

A′
0(t) = 8t; A0(0) = 0;

A′
2(t) = e4te−t = e3t; A2(0) = 0;

B′
5(t) = 3e25t; B5(0) = 0;

Îòñþäà

A0(t) = 4t2; A2(t) =
1

3

(
e3t − 1

)
;

B5(t) =
3

25

(
e25t − 1

)
.

Òîãäà

u(2)(x, t) =
1

3

(
e3t − 1

)
cos(2x)e−4t +

3

25

(
e25t − 1

)
sin(5x)e−25t + 2t2.

Îêîí÷àòåëüíî, íàõîäèì ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è

u(x, t) = 7 cos(x)e−t + 5 sin(2x)e−4t + 6 +

+
1

3

(
e−t − e−4t

)
cos(2x) +

3

25

(
1− e−25t

)
sin(5x) + 2t2.

Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è ñ äðóãèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè.
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Çàäà÷à 4.13. Íàéäèòå ðåøåíèå ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è

ut = uxx +
N∑

k=1

gk(t) sin

(
πk

`
x

)
; x ∈ (0, `), t > 0;

u|t=0 = 0;

u(0, t) = 0; u(`, t) = 0.

Îòâåò.

u(x, t) =
N∑

k=1

Bk(t) sin

(
πk

`
x

)
e
−


πk

`




2

t

,

ãäå

Bk(t) =

t∫

0

ek2τgk(τ)dτ 1 6 k 6 N.

Çàäà÷à 4.14. Íàéäèòå ðåøåíèå âòîðîé êðàåâîé çàäà÷è

ut = uxx +
f0(t)

2
+

N∑

k=1

fk(t) cos

(
πk

`
x

)
; x ∈ (0, `), t > 0;

u|t=0 = 0

ux(0, t) = 0; ux(`, t) = 0.

Îòâåò.

u(x, t) =
A0(t)

2
+

N∑

k=1

Ak cos

(
πk

`
x

)
e
−


πk

`




2

t

.

ãäå

A0(t) =

t∫

0

f0(τ)dτ ;

Ak(t) =

t∫

0

ek2τfk(τ)dτ ; 1 6 k 6 N.
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Äàéòå ñëîâåñíûå ôîðìóëèðîâêè è íàéäèòå ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ
íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷.

Çàäà÷à 4.15.

ut = uxx + t + e−2t cos(3x), x ∈ R, t > 0;

u|t=0 = 3 + 4 cos(x) + 5 sin(2x);

u(x + 2π, t) = u(x, t).

Çàäà÷à 4.16.

ut = uxx + t + e−t sin(2x), x ∈ R, t > 0;

u|t=0 = 1 + 2 cos(3x) + 3 sin(x);

u(x + 2π, t) = u(x, t).

Çàäà÷à 4.17.

ut = uxx + e−t sin(x) x ∈ (0, π), t > 0;

u|t=0 = 2 sin(3x);

u(0, t) = 0; u(π, t) = 0.

Çàäà÷à 4.18.

ut = uxx + e−4t cos(2x) x ∈ (0, π), t > 0;

u|t=0 = 2 + 3 cos (4x) ;

ux(0, t) = 0; ux(π, t) = 0.

Çàäà÷à 4.19.

ut = uxx + 5t cos(3x) x ∈ (0,
π

2
), t > 0;

u|t=0 = 4 cos (7x) ;

ux(0, t) = 0; u
(π

2
, t

)
= 0.
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Çàäà÷à 4.20.

ut = uxx + 4t sin(3x) x ∈ (0,
π

2
), t > 0;

u|t=0 = 3 sin (x) ;

u(0, t) = 0; ux

(π

2
, t

)
= 0.

Âûïèøèòå ìàòåìàòè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó è íàéäèòå ðåøåíèå ñëåäóþùèõ
çàäà÷.

Çàäà÷à 4.21. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â ñòåðæíå x ∈ [0, 1] ñ
òåïëîèçîëèðîâàííîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ, åñëè ïî ñòåðæíþ íåïðåðûâíî
ðàñïðåäåëåíû èñòî÷íèêè ïëîòíîñòè t sin(2πx), íà êîíöàõ ñòåðæíÿ ïîääåð-
æèâàåòñÿ òåìïåðàòóðà, ðàâíàÿ íóëþ, à íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà ðàâíà

u|t=0 = 2 sin(3πx) cos(πx).

Çàäà÷à 4.22. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â ñòåðæíå x ∈ [0, 1] ñ
òåïëîèçîëèðîâàííîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ, åñëè ïî ñòåðæíþ íåïðåðûâíî
ðàñïðåäåëåíû èñòî÷íèêè ïëîòíîñòè t cos(2πx) êîíöû ñòåðæíÿ òåïëîèçîëè-
ðîâàíû, à íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà ðàâíà

u|t=0 = 4 cos(2πx) cos(πx).

Çàäà÷à 4.23. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â ñòåðæíå x ∈ [0, 1] ñ
òåïëîèçîëèðîâàííîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ, åñëè ïî ñòåðæíþ íåïðåðûâíî
ðàñïðåäåëåíû èñòî÷íèêè ïëîòíîñòè

4e−2t cos

(
3πx

2

)
cos(πx),

ëåâûé êîíåö ñòåðæíÿ òåïëîèçîëèðîâàí,íà ïðàâîì êîíöå ïîääåðæèâàåòñÿ
òåìïåðàòóðà, ðàâíàÿ íóëþ, à íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà ðàâíà

u|t=0 = 6 cos(7πx).

Çàäà÷à 4.24. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â ñòåðæíå x ∈ [0, 1/2]

ñ òåïëîèçîëèðîâàííîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ, åñëè ïî ñòåðæíþ íåïðåðûâíî
ðàñïðåäåëåíû èñòî÷íèêè ïëîòíîñòè

2e−4t sin(2πx) cos(πx),
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íà ëåâîì êîíöå ïîääåðæèâàåòñÿ òåìïåðàòóðà, ðàâíàÿ íóëþ, ïðàâûé êîíåö
ñòåðæíÿ òåïëîèçîëèðîâàí, à íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà ðàâíà

u|t=0 = 8 sin(5πx).



Ãëàâà 5

Ìåòîä Ôóðüå äëÿ îäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

Ìåòîä Ôóðüå èëè ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ìåòî-
äîì ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ îãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé.

Îäíîìåðíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè âîçíèêàåò â çàäà÷àõ î ðàñ-
ïðåäåëåíèè òåïëà â òîíêîì îäíîðîäíîì ñòåðæíå. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ òåï-
ëîïðîâîäíîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèþ u(x, t), äàþùóþ çàâèñèìîñòü
òåìïåðàòóðû â òî÷êå ñòåðæíÿ ñ êîîðäèíàòîé x îò âðåìåíè t.

Âíà÷àëå ìû ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ðàñïðîñòðàíåíèè òåïëà â òîíêîì îä-
íîðîäíîì ñòåðæíå çàäàííîé äëèíû (0 6 x 6 `) â òîì ñëó÷àå, êîãäà îòñóò-
ñòâóþò òåïëîâûå èñòî÷íèêè (èëè ñòîêè). Òàêàÿ çàäà÷à îïèñûâàåòñÿ îäíî-
ðîäíûì óðàâíåíèåì òåïëîïðîâîäíîñòè. Åñëè íåò òåïëîîáìåíà ÷åðåç áîêî-
âóþ ïîâåðõíîñòü ñòåðæíÿ, òî ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì
òåïëîïðîâîäíîñòè

ut = a2 uxx, 0 < x < ` (5.1)

Çäåñü u(x, t) � òåìïåðàòóðà ñòåðæíÿ â òî÷êå ñ êîîðäèíàòîé x â ìîìåíò
âðåìåíè t, a2 � êîýôôèöèåíò òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè.

Åñëè ÷åðåç áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü îñóùåñòâëÿåòñÿ êîíâåêòèâíûé òåïëî-
îáìåí ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé ïî çàêîíó Íüþòîíà, òî óðàâíåíèå òåïëîïðî-
âîäíîñòè ïðèìåò âèä

ut = a2 uxx − h (u− u0), (5.2)
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çäåñü u0 = const � òåìïåðàòóðà îêðóæàþùåé ñðåäû, h � êîýôôèöèåíò òåï-
ëîîáìåíà. Ýòî óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííîé
u(x, t) = u0+v(x, t) e−h t ñâîäèòñÿ ê îáû÷íîìó óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè

vt = a2 vxx. (5.3)

5.1 Çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Ñíà÷àëà íàïîìíèì âûðàæåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ ôóíê-
öèé íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ çàäà÷.

Äëÿ çàäà÷è
{

X ′′ + λX = 0, x ∈ [0, `]

X(0) = 0, X(`) = 0
(5.4)

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè èìåþò âèä

λk =
π2 k2

`2 , Xk(x) = sin

(
π k

`
x

)
, k ∈ N (5.5)

Äëÿ çàäà÷è
{

X ′′ + λX = 0, x ∈ [0, `]

X ′(0) = 0, X ′(`) = 0
(5.6)

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè èìåþò âèä

λ0 = 0, λk =
π2 k2

`2 , k ∈ N

X0(x) ≡ 1, Xk(x) = cos

(
π k

`
x

)
, k ∈ N (5.7)

Äëÿ çàäà÷è
{

X ′′ + λX = 0, x ∈ [0, `]

X(0) = 0, X ′(`) = 0
(5.8)

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè èìåþò âèä

λk =
π2 (2 k − 1)2

4 `2 , Xk(x) = sin

(
π (2 k − 1)

2`
x

)
, k ∈ N (5.9)
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Äëÿ çàäà÷è
{

X ′′ + λX = 0, x ∈ [0, `]

X ′(0) = 0, X(`) = 0
(5.10)

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè èìåþò âèä

λk =
π2 (2 k − 1)2

4 `2 , Xk(x) = cos

(
π (2 k − 1)

2`
x

)
, k ∈ N (5.11)

Äëÿ çàäà÷è
{

X ′′ + λX = 0, x ∈ [−`, `]

X(−`) = X(`), X ′(−`) = X ′(`)
(5.12)

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè èìåþò âèä

λ0 = 0, λk =
π2 k2

`2 ,

X0(x) ≡ 1, Xk(x) =

{
sin

(
π k

`
x

)
; cos

(
π k

`
x

)}
, k ∈ N (5.13)

Òåïåðü ïðîäåìîíñòðèðóåì îáùóþ ñõåìó ìåòîäà Ôóðüå äëÿ ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ïðè ðàçëè÷íûõ êðàåâûõ óñëîâèÿõ.

5.2 Çàäà÷à î êîëüöå

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â òîíêîì îäíî-
ðîäíîì êîëüöå ðàäèóñà `

π
ñ òåïëîèçîëèðîâàííîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ, åñ-

ëè íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà ñòåðæíÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé ϕ(x).
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó î êîëüöå êàê çàäà÷ó î ñòåðæíå äëèíû 2`

ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè:

ut = a2 uxx, −` 6 x 6 ` (5.14)

u(x, 0) = ϕ(x) (5.15)

u(−`, t) = u(`, t) (5.16)

ux(−`, t) = ux(`, t) (5.17)
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Ðåøåíèå. Ìåòîä Ôóðüå ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ. Íà ïåðâîì ýòàïå
ðàçûñêèâàþòñÿ ÷àñòíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, óäîâëåòâî-
ðÿþùèå êðàåâûì óñëîâèÿì. Íà âòîðîì ýòàïå ðàçûñêèâàåòñÿ ðåøåíèå, óäî-
âëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ.

Íà÷íåì ñ ïåðâîãî ýòàïà ìåòîäà Ôóðüå. Áóäåì ðàçûñêèâàòü íåòðèâèàëü-
íîå, ò.å. íåðàâíîå íóëþ òîæäåñòâåííî, ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.14),
óäîâëåòâîðÿþùåå êðàåâûì óñëîâèÿì (5.16)�(5.17) â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

ũ(x, t) = X(x) T (t). (5.18)

Ïîñòàâèì ũ(x, t) â âèäå (5.18) â óðàâíåíèå (5.14). Èìååì

X(x) T ′(t) = a2 X ′′(x) T (t). (5.19)

Ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå, ïîëó÷èì
T ′(t)

a2 T (t)
=

X ′′(x)

X(x)
. (5.20)

Â ýòîì ðàâåíñòâå ñëåâà ñòîèò ôóíêöèÿ T ′(t)
a2 T (t)

, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò t, à

ñïðàâà X ′′(x)

X(x)
� ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò x. Òîæäåñòâî (5.20) áóäåò

âîçìîæíî ëèøü òîãäà, êîãäà êàæäàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé ïîñòî-
ÿííîé. Îáîçíà÷èì ýòó êîíñòàíòó −λ.

T ′(t)
a2 T (t)

=
X ′′(x)

X(x)
= −λ. (5.21)

Äëÿ ôóíêöèé T (t) è X(x) ïîëó÷àåì îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ:

T ′(t) + λ a2 T (t) = 0, (5.22)

X ′′(x) + λX(x) = 0. (5.23)

Åñëè ïîäñòàâèòü ðåøåíèå (5.18) â êðàåâûå óñëîâèÿ (5.16)-(5.17), òî ïî-
ëó÷èì

X(−`) T (t) = X(`) T (t), X ′(−`) T (t) = X ′(`) T (t). (5.24)
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Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè T (t) ìîæíî óäîâëåòâîðèòü ýòèì ðàâåíñòâàì, åñëè

X(−`) = X(`), X ′(−`) = X ′(`). (5.25)

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ X(x) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü äèôôåðåíöè-
àëüíîìó óðàâíåíèþ (5.23) è óñëîâèÿì (5.25). Ïîëó÷àåì êðàåâóþ çàäà÷ó íà
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (ñì.(5.12))

{
X ′′(x) + λX(x) = 0, x ∈ (−`, `)

X(−`) = X(`), X ′(−`) = X ′(`),

ðåøåíèå êîòîðîé äàåò íàì ñëåäóþùèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (5.13)

λ0 = 0, λk =

(
π k

`

)2

, k ∈ N (5.26)

è îòâå÷àþùèå èì ñîáñòâåííûå ôóíêöèè

X0(x) ≡ 1, Xk(x) =

{
sin

π k

`
x; cos

π k

`
x

}
, k ∈ N. (5.27)

Åùå ðàç íàïîìíèì, ÷òî â çàäà÷å î êîëüöå åñòü íóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå
λ0 = 0 è åìó îòâå÷àåò ïîñòîÿííàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ X0 ≡ 1.

Òåïåðü íàéäåì ôóíêöèþ T (t), êîòîðàÿ äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü äèôôå-
ðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (5.22). Ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå è èíòåãðèðóÿ, ïî-
ëó÷èì ÷àñòíîå ðåøåíèå â âèäå

T (t) = e−a2 λ t, (5.28)

çäåñü λ = λk � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå (5.26).
Òàêèì îáðàçîì, ïåðâûé ýòàï ìåòîäà Ôóðüå çàêàí÷èâàåòñÿ ïîñòðîåíèåì

áåñêîíå÷íîãî íàáîðà ÷àñòíûõ ðåøåíèé èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è ñëåäóþ-
ùåãî âèäà

ũ0(x, t) = 1

ũk(x, t) =

{
sin

π k

`
x e−a2 (π k

` )
2
t; cos

π k

`
x e−a2 (π k

` )
2
t

}
, k ∈ N.(5.29)

Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïîñòðîåííûå ðåøåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò îäíîðîäíî-
ìó óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè (5.14) è êðàåâûì óñëîâèÿì (5.16)-(5.17).
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Ýòèì çàêàí÷èâàåòñÿ ïåðâûé ýòàï ìåòîäà Ôóðüå.
Äàëåå íà âòîðîì ýòàïå ìåòîäà ïîñòðîèì ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå

íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (5.15).
Ïî àíàëîãèè ñ îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè îá-

ùåå ðåøåíèå áóäåì ðàçûñêèâàòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ÷àñòíûõ ðå-
øåíèé. Â îòëè÷èå îò îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ
óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèíåéíóþ êîì-
áèíàöèþ íå êîíå÷íîãî, à áåñêîíå÷íîãî íàáîðà ÷àñòíûõ ðåøåíèé, ò.å. ðÿä
ñëåäóþùåãî âèäà

u(x, t) =
A0

2
+

∞∑

k=1

(
Bk sin

π k

`
x + Ak cos

π k

`
x

)
e−a2 (π k

` )
2
t. (5.30)

Íåèçâåñòíûå ïîñòîÿííûå A0, Ak è Bk îïðåäåëèì èç íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ
(5.15).

Ïðè t = 0 èìååì

u(x, 0) =
A0

2
+

∞∑

k=1

(
Bk sin

π k

`
x + Ak cos

π k

`
x

)
. (5.31)

Ïîäñòàâëÿÿ (5.31) â (5.15), ïîëó÷èì

ϕ(x) =
A0

2
+

∞∑

k=1

(
Bk sin

π k

`
x + Ak cos

π k

`
x

)
. (5.32)

Òàêèì îáðàçîì, Bk, Ak, A0 � êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ôóðüå
ôóíêöèè ϕ(x) íà îòðåçêå [−`, `].

Âñïîìíèì, ÷òî ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îðòîãîíàëüíà íà [−`, `] :

`∫

−`

sin

(
π k

`
x

)
sin

(π n

`
x
)

dx =

{
0, k 6= n

`, k = n.
(5.33)

`∫

−`

cos

(
π k

`
x

)
cos

(π n

`
x
)

dx =

{
0, k 6= n

`, k = n.
(5.34)
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Äåéñòâèòåëüíî, ïðè k = n èìååì
`∫

−`

sin2
(

π k

`
x

)
dx =

`∫

−`

1− cos
(2 π k

`

)

2
dx =

`∫

−`

1

2
dx = `

`∫

−`

cos2
(

π k

`
x

)
dx =

`∫

−`

1 + cos
(2 π k

`

)

2
dx =

`∫

−`

1

2
dx = `

Äëÿ íàõîæäåíèÿ A0 ïðîèíòåãðèðóåì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (5.32)
îò −` äî `

`∫

−`

ϕ(x) dx =
A0

2
(2 `)

Âûðàçèì A0

A0 =
1

`

`∫

−`

ϕ(x) dx (5.35)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ îñòàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ Ak, k = 1, 2, . . . óìíîæèì
îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (5.32) íà cos

(
π n x

`

)
è ïðîèíòåãðèðóåì îò −` äî ` è

ïîëó÷èì

(5.36)
`∫

−`

ϕ(x) cos
(π n x

`

)
dx =

∞∑

k=1

Ak

`∫

−`

cos
(π nx

`

)
cos

(
π k x

`

)
dx.

Â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (5.36) ñ ó÷åòîì (5.34) îñòàåòñÿ ñëàãàåìîå ëèøü
ïðè k = n. Îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ âûðàæåíèå äëÿ Ak

Ak =

∫̀
−`

ϕ(x) cos
(

π k x
`

)
dx

∫̀
−`

cos2
(

π k
` x

)
dx

(5.37)

èëè

Ak =
1

`

`∫

−`

ϕ(x) cos

(
π k x

`

)
dx. (5.38)
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Òåïåðü îïðåäåëèì Bk, Äëÿ ýòîãî óìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (5.32)
íà sin

(
π n x

`

)
è ïðîèíòåãðèðóåì îò −` äî `. Â ðåçóëüòàòå èìååì

`∫

−`

ϕ(x) sin
(π n x

`

)
dx =

∞∑

k=1

Bk

`∫

−`

sin
(π n x

`

)
sin

(
π k x

`

)
dx.(5.39)

Ñ ó÷åòîì (5.33) â ñóììå îñòàåòñÿ ëèøü ñëàãàåìîå ïðè k = n. Ïðèõîäèì ê
âûðàæåíèþ

Bk =

∫̀
−`

ϕ(x) sin
(

π k x
`

)
dx

∫̀
−`

sin2 (
π k
` x

)
dx

(5.40)

èëè

Bk =
1

`

`∫

−`

ϕ(x) sin

(
π k x

`

)
dx. (5.41)

Îïðåäåëèâ êîýôôèöèåíòû â ðåøåíèè (5.30) ïîëó÷àåì ðåøåíèå êðàåâîé
çàäà÷è î êîëüöå (5.14)-(5.17).

Îòâåò:

u(x, t) =
A0

2
+

∞∑

k=1

(
Bk sin

π k

`
x + Ak cos

π k

`
x

)
e−a2 (π k

` )
2
t (5.42)

ãäå A0 =
1

`

`∫

−`

ϕ(x) dx (5.43)

Ak =
1

`

`∫

−`

ϕ(x) cos

(
π k x

`

)
dx. (5.44)

Bk =
1

`

`∫

−`

ϕ(x) sin

(
π k x

`

)
dx. (5.45)

Ïðèâåäåì ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà Ôóðüå ê ðåøåíèþ êîíêðåòíûõ
êðàåâûõ çàäà÷.
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Ïðèìåð 5.1. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â òîíêîì êîëüöå åäè-
íè÷íîãî ðàäèóñà ñ òåïëîèçîëèðîâàííîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ, åñëè â íà-
÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè êîëüöî áûëî íàãðåòî ïî ëèíåéíîìó çàêîíó

ϕ(x) = u0 + u1 x,

ãäå u0, u1 � êîíñòàíòû.
Ðåøåíèå. Çàïèøåì ìàòåìàòè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è:

ut = a2 uxx, −π 6 x 6 π (5.46)

u(x, 0) = u0 + u1 x (5.47)

u(−π, t) = u(π, t) (5.48)

ux(−π, t) = ux(π, t) (5.49)

Íà÷íåì ñ ïåðâîãî ýòàïà ìåòîäà Ôóðüå. Áóäåì ðàçûñêèâàòü ÷àñòíûå
ðåøåíèÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

ũ(x, t) = X(x) T (t). (5.50)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (5.50) â óðàâíåíèå (5.46) è êðàåâûå óñëîâèÿ (5.48)-
(5.49) è ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
äëÿ T (t):

T ′(t) + λ a2 T (t) = 0, (5.51)

ðåøåíèå êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (5.28) è êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ
X(x):

{
X ′′(x) + λX(x) = 0, x ∈ (−π, π)

X(−π) = X(π), X ′(−π) = X ′(π).
(5.52)

Âûïèøåì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ïîëó÷åííîé
êðàåâîé çàäà÷è (5.52)

λ0 = 0, λk = k2, k ∈ N (5.53)

X0(x) = 1, Xk(x) = {sin( k x); cos( k x)} , k ∈ N. (5.54)
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Â èòîãå íà ïåðâîì ýòàïå ìåòîäà Ôóðüå íàéäåíû ÷àñòíûå ðåøåíèÿ

ũ0(x, t) = 1

ũk(x, t) =
{

sin(k x) e−a2 k2 t; cos(k x) e−a2 k2 t
}

, k ∈ N. (5.55)

Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïîñòðîåííûå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò îä-
íîðîäíîìó óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè (5.46) è êðàåâûì óñëîâèÿì (5.48)-
(5.49).

Ïðèñòóïèì êî âòîðîìó ýòàïó ìåòîäà Ôóðüå. Áóäåì ñòðîèòü ðåøåíèå,
óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (5.47).

Áóäåì ðàçûñêèâàòü ðåøåíèå â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè áåñêîíå÷íîãî
íàáîðà ÷àñòíûõ ðåøåíèé, ò.å. â âèäå ñëåäóþùåãî ðÿäà

u(x, t) =
A0

2
+

∞∑

k=1

(Bk sin(k x) + Ak cos(k x)) e−a2 k2 t. (5.56)

Ïðè t = 0 ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (5.47):

u0 + u1 x =
A0

2
+

∞∑

k=1

(Bk sin(k x) + Ak cos(k x)) . (5.57)

Íåèçâåñòíûå ïîñòîÿííûå A0, Ak è Bk îïðåäåëèì ïî ôîðìóëàì (5.43)�
(5.45).

A0 =
1

π

π∫

−π

(u0 + u1 x) dx = 2 u0 (5.58)

Ak =
1

π

π∫

−π

(u0 + u1 x) cos(k x) dx (5.59)

Bk =
1

π

π∫

−π

(u0 + u1 x) sin(k x) dx. (5.60)

Íàéäåì, ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, èíòåãðàë â
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âûðàæåíèè äëÿ Ak

π∫

−π

(u0 + u1 x) cos(k x) dx =

=
1

k
(u0 + u1 x) sin(k x)

∣∣∣
π

−π
−u1

k

π∫

−π

sin(k x) dx = 0. (5.61)

Çíà÷èò, êîýôôèöèåíòû Ak = 0, k ∈ N.
Òåïåðü, èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, íàéäåì èíòåãðàë äëÿ êîýôôèöèåíòîâ

Bk

π∫

−π

(u0 + u1 x) sin(k x) dx = −1

k
(u0 + u1 x) cos(k x)

∣∣∣
π

−π
+

u1

k

π∫

−π

cos(k x) dx =

= −u1

k
2π cos(kπ) =

2π u1

k
(−1)k+1. (5.62)

Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòîâ Bk

Bk =
2 u1

k
(−1)k+1, k ∈ N. (5.63)

Çíàÿ âñå êîýôôèöèåíòû â ðàçëîæåíèè (5.56), ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíîå
ðåøåíèå çàäà÷è (5.46)-(5.49)

Îòâåò:

u(x, t) = u0 + 2 u1

∞∑

k=1

(−1)k+1

k
sin(k x) e−a2 k2 t.

5.3 Ïåðâàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â òîíêîì îä-
íîðîäíîì ñòåðæíå (0 6 x 6 `) ñ òåïëîèçîëèðîâàííîé áîêîâîé ïîâåðõíî-
ñòüþ, åñëè íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà ñòåðæíÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíê-
öèåé ϕ(x), è íà êîíöàõ ñòåðæíÿ x = 0, x = ` ïîääåðæèâàåòñÿ íóëåâàÿ
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òåìïåðàòóðà.

ut = a2 uxx, 0 6 x 6 ` (5.64)

u(x, 0) = ϕ(x) (5.65)

u(0, t) = 0, u(`, t) = 0 (5.66)

Ðåøåíèå. Íà÷íåì ñ ïåðâîãî ýòàïà ìåòîäà Ôóðüå. Áóäåì ðàçûñêèâàòü
÷àñòíîå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (5.64), óäîâëåòâîðÿþùåå
êðàåâûì óñëîâèÿì (5.66). Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

ũ(x, t) = X(x) T (t). (5.67)

Ïîñòàâèì ũ(x, t) â âèäå (5.67) â óðàâíåíèå (5.64). Èìååì

X(x) T ′(t) = a2 X ′′(x) T (t). (5.68)

Ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå, ïîëó÷èì
T ′(t)

a2 T (t)
=

X ′′(x)

X(x)
. (5.69)

Ñëåâà â ýòîì ðàâåíñòâå ñòîèò ôóíêöèÿ îò t, à ñïðàâà � ôóíêöèÿ îò x.
Òàêîå òîæäåñòâî âîçìîæíî ëèøü òîãäà, êîãäà êàæäàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ
íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé, îáîçíà÷èì åå −λ.

T ′(t)
a2 T (t)

=
X ′′(x)

X(x)
= −λ. (5.70)

Äëÿ ôóíêöèé T (t) è X(x) ïîëó÷àåì îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ:

T ′(t) + λ a2 T (t) = 0, (5.71)

X ′′(x) + λX(x) = 0. (5.72)

Åñëè ïîäñòàâèòü ðåøåíèå (5.67) â êðàåâûå óñëîâèÿ (5.66), òî èìååì

X(0) T (t) = 0; X(`) T (t) = 0. (5.73)

Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè T (t) ìîæíî óäîâëåòâîðèòü ýòèì ðàâåíñòâàì, åñëè

X(0) = 0; X(`) = 0. (5.74)
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Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ X(x) äîëæíà áûòü ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è
íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïåðâîãî ðîäà (5.4):

{
X ′′(x) = −λX(x), x ∈ (0, `)

X(0) = 0; X(`) = 0.
(5.75)

Ýòà êðàåâàÿ çàäà÷à èìååò ñëåäóþùèé íàáîð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîá-
ñòâåííûõ ôóíêöèé (5.5)

λk =

(
π k

`

)2

, k ∈ N, (5.76)

Xk(x) = sin

(
π k

`
x

)
, k ∈ N. (5.77)

Òåïåðü íàéäåì ôóíêöèþ T (t), êîòîðàÿ äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü äèôôå-
ðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (5.71). Ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå è èíòåãðèðóÿ, èìååì

T (t) = e−a2 λ t, (5.78)

ãäå λ = λk � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå (5.76).
Òàêèì îáðàçîì, íà ïåðâîì ýòàïå ìåòîäà Ôóðüå ïîëó÷àåì áåñêîíå÷íûé

íàáîð ÷àñòíûõ ðåøåíèé èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è ñëåäóþùåãî âèäà

ũk(x, t) = sin

(
π k

`
x

)
e−a2 (π k

` )
2
t, k ∈ N, (5.79)

Ýòèì çàêàí÷èâàåòñÿ ïåðâûé ýòàï ìåòîäà Ôóðüå.
Âòîðîé ýòàï ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè òàêîãî ðåøåíèÿ, êî-

òîðîå óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíîìó óñëîâèþ. Áóäåì ðàçûñêèâàòü ðåøåíèå â
âèäå áåñêîíå÷íîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ÷àñòíûõ ðåøåíèé

u(x, t) =
∞∑

k=1

Bk sin

(
π k

`
x

)
e−a2 (π k

` )
2
t, (5.80)

ãäå íåèçâåñòíûå ïîñòîÿííûå Bk îïðåäåëèì èç íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ.
Ïîëîæèì t = 0 â ðåøåíèè (5.80) è ïîëó÷èì

u(x, 0) =
∞∑

k=1

Bk sin

(
π k

`
x

)
. (5.81)
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Ïîäñòàâëÿÿ (5.81) â (5.65), èìååì

ϕ(x) =
∞∑

k=1

Bk sin

(
π k

`
x

)
. (5.82)

Òàêèì îáðàçîì, Bk � êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè
ϕ(x) íà îòðåçêå [0, `].

Óìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (5.82) íà sin
(

π nx
`

)
è ïðîèíòåãðèðóåì îò

0 äî `, ïîëó÷èì
`∫

0

ϕ(x) sin
(π n x

`

)
dx =

=
∞∑

k=1

Bk

`∫

0

sin
(π n x

`

)
sin

(
π k x

`

)
dx. (5.83)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèè ϕ(x) âîñïîëüçóåìñÿ
òåì, ÷òî ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îðòîãîíàëüíà íà [0, `].

`∫

0

sin

(
π k

`
x

)
sin

(π n

`
x
)

dx =





0, k 6= n
`

2
, k = n.

(5.84)

Â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (5.83) ñ ó÷åòîì îðòîãîíàëüíîñòè ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèé (5.84) îñòàåòñÿ ñëàãàåìîå ëèøü ïðè k = n. Îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ
âûðàæåíèå äëÿ Bk

Bk =

∫̀
0

ϕ(x) sin
(

π k x
`

)
dx

∫̀
0

sin2 (
π k x

`

)
dx

=
2

`

`∫

0

ϕ(x) sin

(
π k x

`

)
dx. (5.85)

Îïðåäåëèâ Bk, çàïèøåì ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (5.64)-(5.66)
Îòâåò:

u(x, t) =
∞∑

k=1

Bk sin

(
π k

`
x

)
e−a2 (π k

` )
2
t, (5.86)

ãäå Bk =
2

`

`∫

0

ϕ(x) sin

(
π k x

`

)
dx. (5.87)
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Ïðèìåð 5.2. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â òîíêîì îäíîðîäíîì
ñòåðæíå (0 6 x 6 π) ñ òåïëîèçîëèðîâàííîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ, åñëè
íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà ñòåðæíÿ çàäàíà è ðàâíà

ϕ(x) = u0 + u1 x,

ãäå u0, u1 � êîíñòàíòû. Íà êîíöàõ ñòåðæíÿ x = 0, x = ` ïîääåðæèâàåòñÿ
íóëåâàÿ òåìïåðàòóðà.

Ðåøåíèå. Çàïèøåì ìàòåìàòè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è:

ut = a2 uxx, 0 6 x 6 π (5.88)

u(x, 0) = u0 + u1 x (5.89)

u(0, t) = 0, u(π, t) = 0 (5.90)

Ïðèìåíèì ìåòîä Ôóðüå äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è. Íà ïåðâîì ýòàïå
áóäåì ðàçûñêèâàòü ÷àñòíûå ðåøåíèÿ â âèäå

ũ(x, t) = X(x) T (t). (5.91)

Ïîäñòàâèì ðåøåíèå (5.91) â óðàâíåíèå (5.88) è êðàåâûå óñëîâèÿ (5.90)
è ðàçäåëèì ïåðåìåííûå. Ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ T (t):

T ′(t) + λ a2 T (t) = 0, (5.92)

è êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ X(x):
{

X ′′(x) + λX(x) = 0, x ∈ (0, `)

X(0) = 0, X(π) = 0.
(5.93)

Âûïèøåì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ïîëó÷åííîé
êðàåâîé çàäà÷è

λk = k2, k ∈ N (5.94)

Xk(x) = sin( k x), k ∈ N. (5.95)

Âîñïîëüçóåìñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ äëÿ T (t) (5.78).
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Òàêèì îáðàçîì, â èòîãå íà ïåðâîì ýòàïå ìåòîäà Ôóðüå íàéäåíû ÷àñòíûå
ðåøåíèÿ

ũk(x, t) = sin(k x) e−a2 k2 t, k ∈ N. (5.96)

Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïîñòðîåííûå ðåøåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò çàäàííîìó
óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè (5.88) è êðàåâûì óñëîâèÿì (5.90).

Ïðèñòóïèì ê âòîðîìó ýòàïó ìåòîäà Ôóðüå. Áóäåì ñòðîèòü ðåøåíèå,
óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (5.89).

Ðàçûñêèâàåì ýòî ðåøåíèå â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè áåñêîíå÷íîãî
íàáîðà ÷àñòíûõ ðåøåíèé, ò.å. â âèäå ñëåäóþùåãî ðÿäà

u(x, t) =
∞∑

k=1

Bk sin(k x) e−a2 k2 t. (5.97)

Ïðè t = 0 ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (5.47):

u0 + u1 x =
∞∑

k=1

Bk sin(k x). (5.98)

Íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû Bk îïðåäåëèì ïî ôîðìóëå (5.87)

Bk =
2

π

π∫

0

(u0 + u1 x) sin(k x) dx. (5.99)

Íàéäåì, ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, èíòåãðàë
äëÿ Bk

π∫

0

(u0 + u1 x) sin(k x) dx = −1

k
(u0 + u1 x) cos(k x)

∣∣∣
π

0
+

u1

k

π∫

0

cos(k x) dx =

= −1

k
cos(kπ) (u0 + u1 π) +

1

k
u0 =

1

k
(u0 − u0 (−1)k − u1 π (−1)k). (5.100)

Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòîâ Bk

Bk =
2

π k
(u0 − u0 (−1)k − u1 π (−1)k), k ∈ N. (5.101)

Çíàÿ êîýôôèöèåíòû Bk â ðàçëîæåíèè (5.97), ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíîå
ðåøåíèå çàäà÷è (5.88)-(5.90)
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Îòâåò:

u(x, t) =
2

π

∞∑

k=1

u0 − u0 (−1)k − u1 π (−1)k

k
sin(k x) e−a2 k2 t.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ÷åòíûõ k = 2 n êîýôôèöèåíò B2n ïðèìåò âèä

B2n = −u1

n
,

à ïðè íå÷åòíûõ k = 2 n + 1 êîýôôèöèåíò B2n+1 ïðèìåò âèä

B2n+1 =
2

π (n + 1)
(2 u0 + u1 π).

5.4 Âòîðàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â òîíêîì îä-
íîðîäíîì ñòåðæíå (0 6 x 6 `) ñ òåïëîèçîëèðîâàííîé áîêîâîé ïîâåðõíî-
ñòüþ, åñëè íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà ñòåðæíÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíê-
öèåé ϕ(x), è êîíöû ñòåðæíÿ x = 0, x = ` òåïëîèçîëèðîâàíû.

ut = a2 uxx, 0 6 x 6 ` (5.102)

u(x, 0) = ϕ(x) (5.103)

ux(0, t) = 0, ux(`, t) = 0 (5.104)

Ðåøåíèå.Ìåòîä Ôóðüå íà÷èíàåòñÿ ñ ïåðâîãî ýòàïà, íà êîòîðîì ðàçûñ-
êèâàåòñÿ ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.102), óäîâëåòâîðÿþùåå êðàåâûì
óñëîâèÿì (5.104). Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå â âèäå

ũ(x, t) = X(x) T (t) (5.105)

è ïîäñòàâèì ũ(x, t) â óðàâíåíèå (5.102). Èìååì

X(x) T ′(t) = a2 X ′′(x) T (t). (5.106)

Ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå, ïîëó÷èì âûðàæåíèå
T ′(t)

a2 T (t)
=

X ′′(x)

X(x)
.
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Èç òîæäåñòâà (5.107), â êîòîðîì ñëåâà ñòîèò ôóíêöèÿ îò t ( T ′(t)
a2 T (t)), à

ñïðàâà � ôóíêöèÿ îò x (X ′′(x)
X(x) ), ñëåäóåò, ÷òî òàêîå âîçìîæíî, êîãäà

T ′(t)
a2 T (t)

=
X ′′(x)

X(x)
= −λ. (5.107)

Ïîëó÷àåì äâà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿ äëÿ T (t) è X(x)

T ′(t) + λ a2 T (t) = 0, (5.108)

X ′′(x) + λX(x) = 0. (5.109)

Åñëè ïîäñòàâèòü ðåøåíèå (5.105) â êðàåâûå óñëîâèÿ (5.104), òî ïîëó÷èì

X ′(0) T (t) = 0; X ′(`) T (t) = 0. (5.110)

Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè T (t) ìîæíî óäîâëåòâîðèòü ýòèì óñëîâèÿì, åñëè

X ′(0) = 0; X ′(`) = 0. (5.111)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ôóíêöèè X(x) ïîëó÷àåì êðàåâóþ çàäà÷ó âòîðîãî
ðîäà íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (5.6):

{
X ′′(x) = −λX(x), x ∈ (0, `)

X ′(0) = 0; X ′(`) = 0.
(5.112)

Ýòà êðàåâàÿ çàäà÷à èìååò ñëåäóþùèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (5.7)

λ0 = 0, λk =

(
π k

`

)2

, k ∈ N, (5.113)

Ñðåäè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé âòîðîé êðàåâîé çàäà÷è åñòü íîëü è íóëåâîìó
ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ îòâå÷àåò ïîñòîÿííàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ. Âûïè-
øåì ñîáñòâåííûå ôóíêöèè âòîðîé êðàåâîé çàäà÷è (5.7)

X0(x) ≡ 1, Xk(x) = cos

(
π k

`
x

)
, k ∈ N. (5.114)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè T (t) ðåøèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
(5.108)

T (t) = e−a2 λ t, (5.115)
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ãäå λ = λk � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå (5.113).
Çíàÿ T (t) è Xk(x), ïîëó÷àåì áåñêîíå÷íûé íàáîð ÷àñòíûõ ðåøåíèé äàí-

íîé êðàåâîé çàäà÷è

ũ0(x, t) = 1; ũk(x, t) = cos

(
π k

`
x

)
e−a2 (π k

` )
2
t, k ∈ N. (5.116)

Íà ýòîì çàâåðøåí ïåðâûé ýòàï ìåòîäà Ôóðüå.
Íà âòîðîì ýòàïå ïîòðåáóåì, ÷òîáû ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿëî íà÷àëüíîìó

óñëîâèþ. Áóäåì ðàçûñêèâàòü ðåøåíèå â âèäå ðÿäà

u(x, t) =
A0

2
+

∞∑

k=1

Ak cos

(
π k

`
x

)
e−a2 (π k

` )
2
t, (5.117)

ãäå ïîñòîÿííûå A0, Ak ïîêà íåèçâåñòíû.
Ïðè t = 0 èìååì

u(x, 0) =
A0

2
+

∞∑

k=1

Ak cos

(
π k

`
x

)
. (5.118)

Ïîäñòàâëÿÿ (5.118) â (5.103), ïîëó÷èì

ϕ(x) =
A0

2
+

∞∑

k=1

Ak cos

(
π k

`
x

)
. (5.119)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèè ϕ(x) âîñïîëüçóåìñÿ
òåì, ÷òî ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îðòîãîíàëüíà íà [0, `].

`∫

0

cos

(
π k

`
x

)
cos

(π n

`
x
)

dx =





0, k 6= n
`

2
, k = n.

(5.120)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ A0 ïðîèíòåãðèðóåì ðàâåíñòâî (5.119) îò 0 äî `

`∫

0

ϕ(x) dx =
A0

2
`

Âûðàçèì A0

A0 =
2

`

`∫

0

ϕ(x) dx. (5.121)
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ îñòàëüíûõ Ak, k = 1, 2, . . . óìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà
(5.119) íà cos

(
π n
` x

)
è ïðîèíòåãðèðóåì îò 0 äî `. Â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâà-

íèÿ ñ ó÷åòîì îðòîãîíàëüíîñòè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé (5.120) èç âñåé ñóììû
îñòàíåòñÿ ëèøü ñëàãàåìîå ïðè k = n è ïîëó÷àåòñÿ âûðàæåíèå äëÿ Ak

Ak =

∫̀
0

ϕ(x) cos
(

π k x
`

)
dx

∫̀
0

cos2
(

π k x
`

)
dx

=
2

`

`∫

0

ϕ(x) cos

(
π k x

`

)
dx, k ∈ N.(5.122)

Òåïåðü, çíàÿ êîýôôèöèåíòû Ak, ïîëó÷àåì ðåøåíèå âòîðîé êðàåâîé çàäà÷è
(5.102)-(5.104).

Îòâåò:

u(x, t) =
A0

2
+

∞∑

k=1

Ak cos

(
π k

`
x

)
e−a2 (π k

` )
2
t, (5.123)

ãäå A0 =
2

`

`∫

0

ϕ(x) dx, (5.124)

Ak =
2

`

`∫

0

ϕ(x) cos

(
π k x

`

)
dx, k ∈ N. (5.125)

Ïðèìåð 5.3. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â òîíêîì îäíîðîäíîì
ñòåðæíå (0 6 x 6 π) ñ òåïëîèçîëèðîâàííîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ, åñëè â
íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè çàäàíî ëèíåéíîå ðàñïðåäåëåíèå u0 + u1 x, ãäå
u0, u1 � êîíñòàíòû. Êîíöû ñòåðæíÿ x = 0, x = ` òåïëîèçîëèðîâàíû.

Ðåøåíèå. Çàïèøåì ìàòåìàòè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è:

ut = a2 uxx, 0 6 x 6 π (5.126)

u(x, 0) = u0 + u1 x (5.127)

ux(0, t) = 0, ux(π, t) = 0 (5.128)

Ïðèìåíèì ìåòîä Ôóðüå ê ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è. Íà ïåðâîì ýòàïå áóäåì
ðàçûñêèâàòü ÷àñòíûå ðåøåíèÿ â âèäå

ũ(x, t) = X(x) T (t). (5.129)
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Ïîäñòàâèì ðåøåíèå (5.129) â óðàâíåíèå (5.126) è êðàåâûå óñëîâèÿ
(5.128). Ðàçäåëèì ïåðåìåííûå è ïîëó÷èì äâå çàäà÷è äëÿ T (t) è X(x):

T ′(t) + λ a2 T (t) = 0, (5.130)
{

X ′′(x) + λX(x) = 0, x ∈ 0, `

X ′(0) = X ′(π).
(5.131)

Âûïèøåì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ïîëó÷åííîé
âòîðîé êðàåâîé çàäà÷è

λ0 = 0, λk = k2, k ∈ N (5.132)

X0(x) = 1, Xk(x) = cos( k x), k ∈ N. (5.133)

Ðåøèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ T (t) (ñì. (5.115)) è ïîëó÷èì
÷àñòíûå ðåøåíèÿ çàäàííîé çàäà÷è

ũ0(x, t) = 1, ũk(x, t) = cos(k x) e−a2 k2 t, k ∈ N. (5.134)

Ïîëó÷åííûå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò çàäàííîìó óðàâíåíèþ òåï-
ëîïðîâîäíîñòè (5.126) è êðàåâûì óñëîâèÿì (5.128). Ïåðâûé ýòàï ìåòîäà
Ôóðüå çàâåðøåí.

Ïðèñòóïèì ê âòîðîìó ýòàïó ìåòîäà Ôóðüå.
Áóäåì ñòðîèòü ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ

(5.127). Ðåøåíèå áóäåì ðàçûñêèâàòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè áåñêî-
íå÷íîãî íàáîðà ÷àñòíûõ ðåøåíèé, ò.å. â âèäå ñëåäóþùåãî ðÿäà

u(x, t) =
A0

2
+

∞∑

k=1

Ak cos(k x) e−a2 k2 t. (5.135)

Ïðè t = 0 ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (5.127):

u0 + u1 x =
A0

2
+

∞∑

k=1

Ak cos(k x). (5.136)

Íåèçâåñòíûå ïîñòîÿííûå A0 è Ak, k = 1, 2, . . . îïðåäåëèì ïî ôîðìóëàì
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(5.122), (5.123).

A0 =
2

π

π∫

0

(u0 + u1 x) dx = 2 u0 + u1 π, (5.137)

Ak =
2

π

π∫

0

(u0 + u1 x) cos(k x) dx, k ∈ N. (5.138)

Âû÷èñëèì èíòåãðàë â ôîðìóëå (5.138)
π∫

0

(u0 + u1 x) cos(k x) dx =
1

k
(u0 + u1 x) sin(k x)

∣∣∣
π

0
−u1

k

π∫

0

sin(k x) dx =

=
u1

k2 (cos(kπ)− 1) =
u1

k2 ((−1)k − 1) (5.139)

Ïîäñòàâèì çíà÷åíèå èíòåãðàëà â (5.138) è ïîëó÷èì çíà÷åíèå êîýôôè-
öèåíòà Ak

Ak =
2 u1

π k2 ((−1)k − 1). (5.140)

Ïîëó÷àåì ðåøåíèå çàäàííîé âòîðîé êðàåâîé çàäà÷è (5.126)-(5.128) â
âèäå

Îòâåò:

u(x, t) = u0 + u1
π

2
+

2 u1

π

∞∑

k=1

(−1)k − 1

k2 cos(k x) e−a2 k2 t.

Çàìå÷àíèå 5.1. Çàìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíò Ak áóäåò íåíóëåâûì òîëü-
êî ïðè íå÷åòíûõ k = 2n + 1. Ðåøåíèå ñ ó÷åòîì ýòîãî ìîæåò áûòü çà-
ïèñàíî â âèäå

u(x, t) = u0 + u1
π

2
−

−4 u1

π

∞∑
n=0

1

(2n + 1)2 cos((2n + 1) x) e−a2 (2n+1)2 t.
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5.5 Êðàåâûå çàäà÷è ñî ñìåøàííûìè
êðàåâûìè óñëîâèÿìè

Çàäà÷ó ñî ñìåøàííûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè áóäåì íàçûâàòü ñìåøàííîé
êðàåâîé çàäà÷åé. Ñìåøàííóþ êðàåâóþ çàäà÷ó â ñëó÷àå, êîãäà íà ëåâîì
êîíöå ñòåðæíÿ çàäàíî êðàåâîå óñëîâèå ïåðâîãî ðîäà, à íà ïðàâîì � âòîðîãî
ðîäà, áóäåì íàçûâàòü êðàåâîé çàäà÷åé 1-2. Â ñëó÷àå, êîãäà íà ëåâîì
êîíöå ñòåðæíÿ çàäàíî óñëîâèå âòîðîãî ðîäà, à íà ïðàâîì êîíöå � ïåðâîãî
ðîäà, êðàåâóþ çàäà÷ó áóäåì íàçûâàòü êðàåâîé çàäà÷åé 2-1. Íàïîìíèì,
÷òî êðàåâîå óñëîâèå ïåðâîãî ðîäà îçíà÷àåò, ÷òî íà êîíöå ñòåðæíÿ çàäàíà
òåìïåðàòóðà, à êðàåâîå óñëîâèå âòîðîãî ðîäà � ÷òî íà êîíöå ñòåðæíÿ çàäàí
òåïëîâîé ïîòîê.

Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå ìåòîäà Ôóðüå äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷. Âíà-
÷àëå ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó 1-2 ñ îäíîðîäíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè,
êîãäà íà ëåâîì êîíöå ñòåðæíÿ çàäàíà òåìïåðàòóðà, à íà ïðàâîì � òåïëîâîé
ïîòîê.

Ïîñòàíîâêà êðàåâîé çàäà÷è 1-2. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðà-
òóðû â òîíêîì îäíîðîäíîì ñòåðæíå (0 6 x 6 `) ñ òåïëîèçîëèðîâàííîé áî-
êîâîé ïîâåðõíîñòüþ, åñëè íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà ñòåðæíÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîèç-
âîëüíîé ôóíêöèåé ϕ(x), íà ëåâîì êîíöå ñòåðæíÿ ïîääåðæèâàåòñÿ íóëåâàÿ
òåìïåðàòóðà, à ïðàâûé êîíåö òåïëîèçîëèðîâàí.

ut = a2 uxx, 0 6 x 6 ` (5.141)

u(x, 0) = ϕ(x) (5.142)

u(0, t) = 0, ux(`, t) = 0 (5.143)

Çàäà÷à 5.1. Íàéäèòå ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé ñìåøàííîé êðàåâîé çàäà÷è
1-2 ìåòîäîì Ôóðüå.

Ïðèìåð 5.4. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â òîíêîì îäíîðîäíîì
ñòåðæíå (0 6 x 6 π) ñ òåïëîèçîëèðîâàííîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ, åñëè â
íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè çàäàíî ëèíåéíîå ðàñïðåäåëåíèå

u0 + u1 x,
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ãäå u0, u1 � êîíñòàíòû. Íà ëåâîì êîíöå ñòåðæíÿ ïîääåðæèâàåòñÿ íóëåâàÿ
òåìïåðàòóðà, ïðàâûé êîíåö ñòåðæíÿ òåïëîèçîëèðîâàí.

Ðåøåíèå. Çàïèøåì ìàòåìàòè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è:

ut = a2 uxx, 0 6 x 6 π (5.144)

u(x, 0) = u0 + u1 x (5.145)

u(0, t) = 0, ux(π, t) = 0 (5.146)

Ïðèìåíèì ìåòîä Ôóðüå ê ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è. Íà ïåðâîì ýòàïå áóäåì
ðàçûñêèâàòü ÷àñòíûå ðåøåíèÿ â âèäå

ũ(x, t) = X(x) T (t). (5.147)

Ïîäñòàâèì ðåøåíèå (5.91) â óðàâíåíèå (5.88) è êðàåâûå óñëîâèÿ (5.90)
è ðàçäåëèì ïåðåìåííûå. Ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ T (t):

T ′(t) + λ a2 T (t) = 0, (5.148)

è êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ X(x):
{

X ′′(x) + λX(x) = 0, x ∈ (0, `)

X(0) = 0, X ′(π) = 0.
(5.149)

Âûïèøåì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ïîëó÷åííîé
êðàåâîé çàäà÷è (ñì. (5.10))

λk =

(
2k − 1

2

)2

, k ∈ N (5.150)

Xk(x) = sin(
2k − 1

2
x), k ∈ N. (5.151)

Âîñïîëüçóåìñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ äëÿ T (t) (ñì. ìåòîä Ôóðüå äëÿ
ïåðâîé èëè âòîðîé êðàåâîé çàäà÷è).

Òàêèì îáðàçîì, íà ïåðâîì ýòàïå ìåòîäà Ôóðüå íàéäåíû ÷àñòíûå ðåøå-
íèÿ

ũk(x, t) = sin(
2k − 1

2
x) e−a2 (2k−1

2 )
2
t, k ∈ N. (5.152)
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Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïîñòðîåííûå ðåøåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ
òåïëîïðîâîäíîñòè (5.144) è êðàåâûì óñëîâèÿì (5.146).

Ïðèñòóïèì ê âòîðîìó ýòàïó ìåòîäà Ôóðüå. Áóäåì ñòðîèòü ðåøåíèå,
óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (5.145). Ðàçûñêèâàåì ðåøåíèå â âè-
äå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè áåñêîíå÷íîãî íàáîðà ÷àñòíûõ ðåøåíèé, ò.å. â âèäå
ñëåäóþùåãî ðÿäà

u(x, t) =
∞∑

k=1

Bk sin(
2k − 1

2
x) e−a2 ( 2k−1

2 )
2
t. (5.153)

Ïðè t = 0 ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (5.145):

u0 + u1 x =
∞∑

k=1

Bk sin(
2k − 1

2
x). (5.154)

Íåèçâåñòíûå ïîñòîÿííûå Bk îïðåäåëèì ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì

Bk =
2

π

π∫

0

(u0 + u1 x) sin(
2k − 1

2
x) dx. (5.155)

Íàéäåì, ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, èíòåãðàë
äëÿ Bk

π∫

0

(u0 + u1 x) sin(
2k − 1

2
x) dx =

= − 2

2 k − 1
(u0 + u1 x) cos(

2k − 1

2
x)

∣∣∣
π

0
+

2 u1

2 k − 1

π∫

0

cos(
2k − 1

2
x) dx =

=
2 u0

2 k − 1
+

4 u1

(2 k − 1)2 sin(
2k − 1

2
x)

∣∣∣
π

0
=

=
2 u0

2 k − 1
+

4 u1

(2 k − 1)2 (−1)k+1. (5.156)

Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà Bk

Bk =
2

π

(
2 u0

2 k − 1
+

4 u1

(2 k − 1)2 (−1)k+1
)

. (5.157)
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Çíàÿ êîýôôèöèåíòû Bk â ðàçëîæåíèè (5.153), ïîëó÷àåì ðåøåíèå ñìå-
øàííîé êðàåâîé çàäà÷è (5.144)-(5.146)

Îòâåò:

u(x, t) =
4

π

∞∑

k=1

(
u0

2 k − 1
+

2 u1

(2 k − 1)2 (−1)k+1
)

sin(
2k − 1

2
x) e−a2 ( 2k−1

2 )
2
t,

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ñìåøàííîé êðàåâîé çàäà÷è ñ îäíîðîäíûìè
êðàåâûìè óñëîâèÿìè â ñëó÷àå, êîãäà íà ëåâîì êîíöå ñòåðæíÿ çàäàí òåïëî-
âîé ïîòîê, à íà ïðàâîì � òåìïåðàòóðà.

Ïîñòàíîâêà êðàåâîé çàäà÷è 2-1. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðà-
òóðû â òîíêîì îäíîðîäíîì ñòåðæíå (0 6 x 6 `) ñ òåïëîèçîëèðîâàííîé áî-
êîâîé ïîâåðõíîñòüþ, åñëè íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà ñòåðæíÿ ÿâëÿåòñÿ ïðî-
èçâîëüíîé ôóíêöèåé ϕ(x), ëåâûé êîíåö ñòåðæíÿ òåïëîèçîëèðîâàí, à íà
ïðàâîì ïîääåðæèâàåòñÿ íóëåâàÿ òåìïåðàòóðà.

ut = a2 uxx, 0 6 x 6 ` (5.158)

u(x, 0) = ϕ(x) (5.159)

ux(0, t) = 0, u(`, t) = 0 (5.160)

Çàäà÷à 5.2. Íàéäèòå ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé ñìåøàííîé êðàåâîé çàäà÷è
2-1 ìåòîäîì Ôóðüå.

Ïðèìåð 5.5. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â òîíêîì îäíîðîäíîì
ñòåðæíå (0 6 x 6 π) ñ òåïëîèçîëèðîâàííîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ, åñëè â
íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè çàäàíî ëèíåéíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû
u0 + u1 x, ãäå u0, u1 � êîíñòàíòû. Ëåâûé êîíåö ñòåðæíÿ òåïëîèçîëèðîâàí,
â íà ïðàâîì êîíöå ïîääåðæèâàåòñÿ íóëåâàÿ òåìïåðàòóðà.

Ðåøåíèå. Çàïèøåì ìàòåìàòè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è:

ut = a2 uxx, 0 6 x 6 π (5.161)

u(x, 0) = u0 + u1 x (5.162)

ux(0, t) = 0, u(π, t) = 0 (5.163)
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Ïðèìåíèì ìåòîä Ôóðüå ê ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è. Íà ïåðâîì ýòàïå áóäåì
ðàçûñêèâàòü ÷àñòíûå ðåøåíèÿ â âèäå

ũ(x, t) = X(x) T (t). (5.164)

Ïîäñòàâèì ðåøåíèå (5.164) â óðàâíåíèå (5.161) è êðàåâûå óñëîâèÿ
(5.163) è ðàçäåëèì ïåðåìåííûå. Ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
äëÿ T (t):

T ′(t) + λ a2 T (t) = 0, (5.165)

è êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ X(x):
{

X ′′(x) + λX(x) = 0, x ∈ (0, `)

X ′(0) = 0, X(π) = 0.
(5.166)

Âûïèøåì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ïîëó÷åííîé
êðàåâîé çàäà÷è (ñì. (5.11))

λk =

(
2k − 1

2

)2

, k ∈ N (5.167)

Xk(x) = cos(
2k − 1

2
x), k ∈ N. (5.168)

Òàêèì îáðàçîì, íà ïåðâîì ýòàïå ìåòîäà Ôóðüå íàéäåíû ÷àñòíûå ðåøå-
íèÿ

ũk(x, t) = cos(
2k − 1

2
x) e−a2 (2k−1

2 )
2
t, k ∈ N. (5.169)

Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïîñòðîåííûå ðåøåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò çàäàííîìó
óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè (5.161) è êðàåâûì óñëîâèÿì (5.163).

Ïðèñòóïèì ê âòîðîìó ýòàïó ìåòîäà Ôóðüå. Áóäåì ñòðîèòü ðåøåíèå,
óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (5.145), â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíà-
öèè áåñêîíå÷íîãî íàáîðà ÷àñòíûõ ðåøåíèé, ò.å. â âèäå ñëåäóþùåãî ðÿäà

u(x, t) =
∞∑

k=1

Ak cos(
2k − 1

2
x) e−a2 ( 2k−1

2 )
2
t. (5.170)
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Ïðè t = 0 ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (5.162):

u0 + u1 x =
∞∑

k=1

Ak cos(
2k − 1

2
x). (5.171)

Íåèçâåñòíûå ïîñòîÿííûå Ak îïðåäåëèì ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå

Ak =
2

π

π∫

0

(u0 + u1 x) cos(
2k − 1

2
x) dx. (5.172)

Íàéäåì, ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, èíòåãðàë
äëÿ Ak

π∫

0

(u0 + u1 x) cos(
2k − 1

2
x) dx =

=
2

2 k − 1
(u0 + u1 x) sin(

2k − 1

2
x)

∣∣∣
π

0
− 2 u1

2 k − 1

π∫

0

sin(
2k − 1

2
x) dx =

=
2

2 k − 1
(u0 + u1 π) (−1)k+1 +

4 u1

(2 k − 1)2 . (5.173)

Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà Ak

Ak =
2

π

(
2

2 k − 1
(u0 + u1 π) (−1)k+1 +

4 u1

(2 k − 1)2

)
. (5.174)

Îïðåäåëåíèåì êîýôôèöèåíòîâ Ak çàêàí÷èâàåòñÿ âòîðîé ýòàï ìåòîäà
Ôóðüå. Ïîëó÷àåì ðåøåíèå çàäà÷è êðàåâîé çàäà÷è (5.161)-(5.163).

Îòâåò:

u(x, t) =
4

π

∞∑

k=1

(
1

2 k − 1
(u0 + u1 π) (−1)k+1 +

2 u1

(2 k − 1)2

)
×

× cos(
2k − 1

2
x) e−a2 ( 2k−1

2 )
2
t,
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5.6 Òàáëèöà ñ ðåøåíèÿìè âñåõ êðàåâûõ çàäà÷

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è Ðåøåíèå çàäà÷è

ut = a2 uxx, −` 6 x 6 `

u(x, 0) = ϕ(x)

u(−`, t) = u(`, t)

ux(−`, t) = ux(`, t)

u(x, t) =
A0

2
+

∞∑
k=1

(
Bk sin

π k

`
x + Ak cos

π k

`
x

)
e−a2 (π k

` )2
t

A0 =
1
`

∫̀
−`

ϕ(x) dx

Ak =
1
`

∫̀
−`

ϕ(x) cos
(

π k x
`

)
dx

Bk =
1
`

∫̀
−`

ϕ(x) sin
(

π k x
`

)
dx.

ut = a2 uxx, 0 6 x 6 `

u(x, 0) = ϕ(x)

u(0, t) = 0

u(`, t) = 0

u(x, t) =
∞∑

k=1

Bk sin
π k

`
x e−a2 (π k

` )2
t

Bk =
2
`

∫̀
0

ϕ(x) sin
(

π k x
`

)
dx.

ut = a2 uxx, 0 6 x 6 `

u(x, 0) = ϕ(x)

ux(0, t) = 0

ux(`, t) = 0

u(x, t) =
A0

2
+

∞∑
k=1

Ak cos
π k

`
x e−a2 (π k

` )2
t

A0 =
2
`

∫̀
0

ϕ(x) dx

Ak =
2
`

∫̀
0

ϕ(x) cos
(

π k x
`

)
dx

ut = a2 uxx, 0 6 x 6 `

u(x, 0) = ϕ(x)

u(0, t) = 0

ux(`, t) = 0

u(x, t) =
∞∑

k=1

Bk sin
π (2k − 1)

2`
x e

−a2
(

π (2k−1)
2`

)2
t

Bk =
2
`

∫̀
0

ϕ(x) sin
(

π (2k−1) x
2`

)
dx.

ut = a2 uxx, 0 6 x 6 `

u(x, 0) = ϕ(x)

ux(0, t) = 0

u(`, t) = 0

u(x, t) =
∞∑

k=1

Ak cos
π (2k − 1)

2`
x e

−a2
(

π (2k−1)
2`

)2
t

Ak =
2
`

∫̀
0

ϕ(x) cos
(

π (2k−1) x
2`

)
dx.
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5.7 Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 5.3. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû ñ òîíêîì îäíîðîäíîì
êîëüöå ðàäèóñà 2 ñ òåïëîèçîëèðîâàííîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ, åñëè â íà-
÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè òåìïåðàòóðà ìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó (2π − x).

Çàäà÷à 5.4. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû ñ òîíêîì îäíîðîäíîì
êîëüöå åäèíè÷íîãî ðàäèóñà, åñëè ÷åðåç áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü êîëüöà ïðîèñ-
õîäèò êîíâåêòèâíûé òåïëîîáìåí ïî çàêîíó Íüþòîíà ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé,
òåìïåðàòóðà êîòîðîé èçâåñòíà è ðàâíà u0. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
òåìïåðàòóðà êîëüöà ïîñòîÿííà è ðàâíà ϕ0.

Çàäà÷à 5.5. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû ñ òîíêîì îäíîðîäíîì
ñòåðæíå 0 6 x 6 ` ñ òåïëîèçîëèðîâàííîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ, åñëè
íà êîíöàõ ñòåðæíÿ ïîääåðæèâàåòñÿ íóëåâàÿ òåìïåðàòóðà. Â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè òåìïåðàòóðà ïîñòîÿííà è ðàâíà ϕ0.

Çàäà÷à 5.6. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû ñ òîíêîì îäíîðîäíîì
ñòåðæíå 0 6 x 6 ` ñ òåïëîèçîëèðîâàííîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ, åñëè
íà êîíöàõ ñòåðæíÿ ïîääåðæèâàåòñÿ íóëåâàÿ òåìïåðàòóðà. Â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè òåìïåðàòóðà èçâåñòíà è ðàâíà (x− `) x.

Çàäà÷à 5.7. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû ñ òîíêîì îäíîðîäíîì
ñòåðæíå 0 6 x 6 ` ñ òåïëîèçîëèðîâàííîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ, åñëè
íà êîíöàõ ñòåðæíÿ ïîääåðæèâàåòñÿ íóëåâàÿ òåìïåðàòóðà. Â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè òåìïåðàòóðà çàäàíà â âèäå

ϕ(x) =





2

`
x; 0 6 x 6 `

2
2

`
(`− x);

`

2
6 x 6 `

Çàäà÷à 5.8. Äàéòå ñëîâåñíóþ ôîðìóëèðîâêó ìàòåìàòè÷åñêîé çàäà÷å è ðå-



5.7. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ 107

øèòå åå

ut = a2 uxx, 0 6 x 6 π

u(x, 0) =





2

π
x; 0 6 x 6 π

2
2

π
(π − x);

π

2
6 x 6 π

u(0, t) = 0, u(π, t) = 0

Çàäà÷à 5.9. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû ñ òîíêîì îäíîðîäíîì
ñòåðæíå 0 6 x 6 `, åñëè ÷åðåç áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü ñòåðæíÿ îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ êîíâåêòèâíûé òåïëîîáìåí ïî çàêîíó Íüþòîíà ñ îêðóæàþùåé ñðå-
äîé,òåìïåðàòóðà êîòîðîé ðàâíà 0. Íà êîíöàõ ñòåðæíÿ ïîääåðæèâàåòñÿ íó-
ëåâàÿ òåìïåðàòóðà è â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè òåìïåðàòóðà ÿâëÿåòñÿ
ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé ϕ(x).

Çàäà÷à 5.10. Äàéòå ñëîâåñíóþ ôîðìóëèðîâêó ìàòåìàòè÷åñêîé çàäà÷å è
ðåøèòå åå

ut = a2 uxx − hu, 0 6 x 6 π

u(x, 0) = ϕ0, ϕ0 = const

u(0, t) = 0, u(π, t) = 0

Çàäà÷à 5.11. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû ñ òîíêîì îäíîðîäíîì
ñòåðæíå 0 6 x 6 1 ñ òåïëîèçîëèðîâàííîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ è òåï-
ëîèçîëèðîâàííûìè êîíöàìè ñòåðæíÿ, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
òåìïåðàòóðà çàäàíà ôóíêöèåé (1− 2 x).

Çàäà÷à 5.12. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû ñ òîíêîì îäíîðîäíîì
ñòåðæíå 0 6 x 6 ` ñ òåïëîèçîëèðîâàííûìè êîíöàìè, åñëè íà áîêîâîé
ïîâåðõíîñòè ïðîèñõîäèò êîíâåêòèâíûé òåïëîîáìåí ïî çàêîíó Íüþòîíà ñî
îêðóæàþùåé ñðåäîé, òåìïåðàòóðà êîòîðîé ðàâíà íóëþ. Íà÷àëüíàÿ òåìïå-
ðàòóðà ñòåðæíÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé ϕ(x).
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Çàäà÷à 5.13. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû ñ òîíêîì îäíîðîäíîì
ñòåðæíå 0 6 x 6 ` ñ òåïëîèçîëèðîâàííûìè êîíöàìè, åñëè íà áîêîâîé
ïîâåðõíîñòè ïðîèñõîäèò êîíâåêòèâíûé òåïëîîáìåí ïî çàêîíó Íüþòîíà ñî
îêðóæàþùåé ñðåäîé, òåìïåðàòóðà êîòîðîé ðàâíà θ0. Íà÷àëüíàÿ òåìïåðà-
òóðà ñòåðæíÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé (u0 + u1 x).

Çàäà÷à 5.14. Äàéòå ñëîâåñíóþ ôîðìóëèðîâêó ìàòåìàòè÷åñêîé çàäà÷å è
ðåøèòå åå

ut = a2 uxx, 0 6 x 6 π

u(x, 0) =





2

π
x; 0 6 x 6 π

2
2

π
(π − x);

π

2
6 x 6 π

ux(0, t) = 0, ux(π, t) = 0

Çàäà÷à 5.15. Äàéòå ñëîâåñíóþ ôîðìóëèðîâêó ìàòåìàòè÷åñêîé çàäà÷å è
ðåøèòå åå

ut = a2 uxx − hu, 0 6 x 6 1

u(x, 0) =





2 x; 0 6 x 6 1

2

2 (1− x);
1

2
6 x 6 1

ux(0, t) = 0, ux(1, t) = 0

Çàäà÷à 5.16. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû ñ òîíêîì îäíîðîäíîì
ñòåðæíå 0 6 x 6 1 ñ òåïëîèçîëèðîâàííîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ, åñëè íà
ëåâîì êîíöå ñòåðæíÿ ïîääåðæèâàåòñÿ íóëåâàÿ òåìïåðàòóðà, à ïðàâûé êî-
íåö ñòåðæíÿ òåïëîèçîëèðîâàí. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè òåìïåðàòóðà
èçâåñòíà è ðàâíà x2 − 2 x.

Çàäà÷à 5.17. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû ñ òîíêîì îäíîðîäíîì
ñòåðæíå 0 6 x 6 1 ñ òåïëîèçîëèðîâàííîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ, åñëè íà
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ïðàâîì êîíöå ñòåðæíÿ ïîääåðæèâàåòñÿ íóëåâàÿ òåìïåðàòóðà, à ëåâûé êî-
íåö ñòåðæíÿ òåïëîèçîëèðîâàí. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè òåìïåðàòóðà
èçâåñòíà è ðàâíà x2 − 1.
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5.8 Îòâåòû ê çàäà÷àì

Ïðèâåäåì îòâåòû ê çàäà÷àì äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.
Íîìåð Îòâåò
(2.1) ξ = x− t, η = x, uξη = 0

(2.2) ξ = x + y, η = y, uηη = 0

(2.3) ξ = ln(x +
√

1 + x2), η = ln(y +
√

1 + y2), uξξ + uηη = 0

(2.4) ξ = x + y + sin(x), η = x− y − sin(x),
uξη +

1

4
sin

ξ + η

2
(uη − uξ) = 0

(2.5) y > 0, ξ = x, η =
2

3
y3/2,

uξξ + uηη +
1

3η
uη = 0

y < 0, ξ = x− 2

3
(−y)3/2, η = x +

2

3
(−y)3/2,

uξη − 1

6(η − ξ)
(uξ − uη) = 0

(5.1) ñì.òàáëèöó (5.6)
(5.2) ñì.òàáëèöó (5.6)
(5.3) u(x, t) = 2π + 4

∞∑
k=1

(−1)k

k
sin

(
k

2
x

)
e−

a2 k2

4
t.

(5.4) u(x, t) = (ϕ0 − u0) e−h t + u0

(5.5) u(x, t) =
2ϕ0

π

∞∑
k=1

(−1)k+1 + 1
k

sin
(

π k

`
x

)
e−a2 (π k

` )2
t.

(5.6) u(x, t) =
4 `2

π3

∞∑
k=1

(−1)k − 1
k3

sin
(

π k

`
x

)
e−a2 (π k

` )2
t.

(5.7) u(x, t) =
8
π2

∞∑
k=1

sin(π k
2 )

k2
sin

(
π k

`
x

)
e−a2 (π k

` )2
t.

(5.8) u(x, t) =
8
π2

∞∑
k=1

sin(π k
2 )

k2
sin (k x) e−a2 k2 t.

(5.9)
u(x, t) = e−h t

∞∑
k=1

Bk sin
(

π k

`
x

)
e−a2 (π k

` )2
t

Bk =
2
`

∫̀
0

ϕ(x) sin
(

π k
` x

)
dx.
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Íîìåð Îòâåò

(5.10)
u(x, t) = e−h t

∞∑
k=1

Bk sin(kx) e−a2 k2 t

Bk =
2ϕ0

π k
(1− (−1)k).

(5.11)
u(x, t) =

∞∑
k=1

Ak cos(πkx) e−a2 π2 k2 t

Ak =
4

π2 k2
(1− (−1)k).

(5.12)

u(x, t) =
A0

2
e−h t + e−h t

∞∑
k=1

Ak cos
π k

`
x e−a2 (π k

` )2
t

A0 =
2
`

∫̀
0

ϕ(x) dx

Ak =
2
`

∫̀
0

ϕ(x) cos
(

π k x
`

)
dx

(5.13) u(x, t) = θ0 +
2(u0 − θ0) + u1 `

2
e−h t + e−h t

∞∑
k=1

Ak cos
(

πkx

`

)
e
−a2

π2 k2

`2
t

Ak =
2u1 `

π2 k2
((−1)k − 1).

(5.14)
u(x, t) =

1
2

+
∞∑

k=1

Ak cos(kx) e−a2 k2 t

Ak =
4

π2 k2
(2 cos(

π k

2
)− 1− (−1)k).

(5.15)
u(x, t) =

1
2

e−h t + e−h t
∞∑

k=1

Ak cos(πkx) e−a2 π2 k2 t

Ak =
4

π2 k2
(2 cos(

π k

2
)− 1− (−1)k).

(5.16)
u(x, t) =

∞∑
k=1

Bk sin
(

π (2 k − 1)
2

x

)
e
−a2

(
π (2 k−1)

2

)2
t

Bk = − 32
π3 (2 k − 1)3

.

(5.17)
u(x, t) =

∞∑
k=1

Ak cos
(

π (2 k − 1)
2

x

)
e
−a2

(
π (2 k−1)

2

)2
t

Ak =
32 (−1)k

π3 (2 k − 1)3
.



Ãëàâà 6

Ìåòîä Ôóðüå äëÿ íåîäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

Íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè âîçíèêàåò â çàäà÷àõ î ðàñïðî-
ñòðàíåíèè òåïëà â ñëó÷àå, êîãäà åñòü òåïëîâûå èñòî÷íèêè èëè ñòîêè. Ïóñòü
èçâåñòíà ïëîòíîñòü èñòî÷íèêîâ èëè ñòîêîâ � F (x, t), òîãäà óðàâíåíèå òåï-
ëîïðîâîäíîñòè èìååò âèä

ut = a2 uxx + F (x, t), 0 6 x 6 ` (6.1)

6.1 Ïåðâàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à

Ðàññìîòðèì ìåòîä Ôóðüå äëÿ ðåøåíèÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è â ñëó÷àå
íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Âíà÷àëå ðàññìîòðèì çàäà÷ó
ñ íóëåâûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â òîíêîì
îäíîðîäíîì ñòåðæíå 0 6 x 6 ` ñ òåïëîèçîëèðîâàííîé áîêîâîé ïîâåðõíî-
ñòüþ, åñëè íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà ñòåðæíÿ ðàâíà íóëþ. Íà êîíöàõ ñòåðæ-
íÿ òàêæå ïîääåðæèâàåòñÿ íóëåâàÿ òåìïåðàòóðà è ïî ñòåðæíþ íåïðåðûâíî
ðàñïðåäåëåíû èñòî÷íèêè òåïëà ñ ïëîòíîñòüþ F (x, t).
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Ðåøåíèå. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è èìååò âèä:

ut = a2 uxx + F (x, t), 0 6 x 6 ` (6.2)

u(x, 0) = 0 (6.3)

u(0, t) = 0, u(`, t) = 0 (6.4)

Áóäåì ðàçûñêèâàòü ðåøåíèå ýòîé êðàåâîé çàäà÷è â âèäå ðàçëîæåíèÿ â
ðÿä Ôóðüå ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è ñ ïåðåìåííû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè Bk(t) :

u(x, t) =
∞∑

k=1

Bk(t) sin

(
π k

`
x

)
e−a2 (π k

` )
2
t. (6.5)

Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ F (x, t) â âèäå ðÿäà Ôóðüå

F (x, t) =
∞∑

k=1

Fk(t) sin

(
π k

`
x

)
, (6.6)

ãäå Fk(t) =
2

`

`∫

0

F (s, t) sin

(
π k

`
s

)
ds. (6.7)

Çàïèøåì óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè â âèäå

ut − a2 uxx = F (x, t). (6.8)

Ïîäñòàâèì ðåøåíèå (6.5) è ðàçëîæåíèå F (x, t) (6.6) â óðàâíåíèå òåïëî-
ïðîâîäíîñòè (6.8). Ïîëó÷èì óðàâíåíèå

∞∑

k=1

(
Ḃk(t)− π2 k2

`2

)
Bk(t) sin

(
π k

`
x

)
e−a2 (π k

` )
2
t +

+
∞∑

k=1

π2 k2

`2 sin

(
π k

`
x

)
e−a2 (π k

` )
2
t =

∞∑

k=1

Fk(t) sin

(
π k

`
x

)
. (6.9)

Èç ðàâåíñòâà ðÿäîâ (6.9) ñëåäóåò, ÷òî

Ḃk(t) e−a2 (π k
` )

2
t = Fk(t). (6.10)
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Ïåðåïèøåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ Bk(t) â âèäå

Ḃk(t) = Fk(t) ea2 (π k
` )

2
t. (6.11)

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå (6.5) ïðè t = 0:

u(x, 0) =
∞∑

k=1

Bk(0) sin

(
π k

`
x

)
. (6.12)

Ò.ê. òåìïåðàòóðà â íà÷àëüíûé ìîìåíò ðàâíà íóëþ u(x, 0) = 0, çíà÷èò,

Bk(0) = 0. (6.13)

Ïîëó÷àåì çàäà÷ó Êîøè äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Bk(t)

{
Ḃk(t) = Fk(t) ea2 (π k

` )
2
t

Bk(0) = 0
(6.14)

Ïðîèíòåãðèðóåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â çàäà÷å Êîøè (6.14)

Bk(t) =

t∫

0

Fk(τ) ea2 (π k
` )

2
τ dτ + Bk(0). (6.15)

Ñ ó÷åòîì íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ïîëó÷èì

Bk(t) =

t∫

0

Fk(τ) ea2 (π k
` )

2
τ dτ. (6.16)

Ïîäñòàâèì â âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Bk(t) âûðàæåíèå êîýôôèöè-
åíòîâ Ôóðüå Fk(τ)

Bk(t) =
2

`

t∫

0

ea2 (π k
` )

2
τ

`∫

0

F (s, τ) sin

(
π k

`
s

)
ds dτ. (6.17)

Ïîäñòàâèì íàéäåííîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà Bk(t) â ðåøåíèå (6.5).
Ïîëó÷èì ðåøåíèå ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
òåïëîïðîâîäíîñòè ñ íóëåâûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì.
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Îòâåò:

u(x, t) =
∞∑

k=1

Bk sin

(
π k

`
x

)
e−a2 (π k

` )
2
t, (6.18)

ãäå Bk(t) =
2

`

t∫

0

ea2 (π k
` )

2
τ

`∫

0

F (s, τ) sin

(
π k

`
x

)
ds dτ. (6.19)

Òåïåðü ðàññìîòðèì çàäà÷ó â ñëó÷àå, êîãäà íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà çà-
äàíà ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé ϕ(x).

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â òîíêîì
îäíîðîäíîì ñòåðæíå 0 6 x 6 ` ñ òåïëîèçîëèðîâàííîé áîêîâîé ïîâåðõíî-
ñòüþ, åñëè íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé ϕ(x).
Íà êîíöàõ ñòåðæíÿ ïîääåðæèâàåòñÿ íóëåâàÿ òåìïåðàòóðà è ïî ñòåðæíþ
íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåíû èñòî÷íèêè òåïëà ñ ïëîòíîñòüþ F (x, t).

Ðåøåíèå. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è èìååò âèä:

ut = a2 uxx + F (x, t), 0 6 x 6 ` (6.20)

u(x, 0) = ϕ(x) (6.21)

u(0, t) = 0, u(`, t) = 0 (6.22)

Áóäåì ðàçûñêèâàòü ðåøåíèå ýòîé êðàåâîé çàäà÷è â âèäå ðàçëîæåíèÿ â
ðÿä Ôóðüå ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è ñ ïåðåìåííû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè Bk(t) :

u(x, t) =
∞∑

k=1

Bk(t) sin

(
π k

`
x

)
e−a2 (π k

` )
2
t. (6.23)

Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ F (x, t) â âèäå ðÿäà Ôóðüå

F (x, t) =
∞∑

k=1

Fk(t) sin

(
π k

`
x

)
, (6.24)

ãäå Fk(t) =
2

`

`∫

0

F (s, t) sin

(
π k

`
s

)
ds. (6.25)
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Ïðåäñòàâèì íà÷àëüíóþ òåìïåðàòóðó ϕ(x) â âèäå ðÿäà Ôóðüå

ϕ(x) =
∞∑

k=1

ϕk sin

(
π k

`
x

)
, (6.26)

ãäå ϕk =
2

`

`∫

0

ϕ(s) sin

(
π k

`
s

)
ds. (6.27)

Çàïèøåì óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè â âèäå

ut − a2 uxx = F (x, t). (6.28)

Ïîäñòàâèì ðåøåíèå (6.23) è ðàçëîæåíèå F (x, t) (6.24) â óðàâíåíèå òåï-
ëîïðîâîäíîñòè (6.28). Ïîëó÷èì óðàâíåíèå

∞∑

k=1

(
Ḃk(t)− π2 k2

`2

)
Bk(t) sin

(
π k

`
x

)
e−a2 (π k

` )
2
t +

+
∞∑

k=1

π2 k2

`2 sin

(
π k

`
x

)
e−a2 (π k

` )
2
t =

∞∑

k=1

Fk(t) sin

(
π k

`
x

)
. (6.29)

Èç ðàâåíñòâà ðÿäîâ (6.29) ñëåäóåò, ÷òî

Ḃk(t) e−a2 (π k
` )

2
t = Fk(t). (6.30)

Ïåðåïèøåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ Bk(t) â âèäå

Ḃk(t) = Fk(t) ea2 (π k
` )

2
t. (6.31)

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå (6.23) ïðè t = 0:

u(x, 0) =
∞∑

k=1

Bk(0) sin

(
π k

`
x

)
. (6.32)

Ñ ó÷åòîì íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (6.21) è ðàçëîæåíèÿ (6.26) èìååì
∞∑

k=1

ϕk sin

(
π k

`
x

)
=

∞∑

k=1

Bk(0) sin

(
π k

`
x

)
. (6.33)

Èç ðàâåíñòâà (6.33) ïîëó÷èì íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ Bk(t):

Bk(0) = ϕk. (6.34)
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Ïîëó÷àåì çàäà÷ó Êîøè äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Bk(t)
{

Ḃk(t) = Fk(t) ea2 (π k
` )

2
t

Bk(0) = ϕk.
(6.35)

Ïðîèíòåãðèðóåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â çàäà÷å Êîøè (6.35)

Bk(t) =

t∫

0

Fk(τ) ea2 (π k
` )

2
τ dτ + Bk(0). (6.36)

Ñ ó÷åòîì íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ïîëó÷èì

Bk(t) =

t∫

0

Fk(τ) ea2 (π k
` )

2
τ dτ + ϕk. (6.37)

Ïîäñòàâèì â âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Bk(t) âûðàæåíèå êîýô-
ôèöèåíòîâ Ôóðüå Fk(τ) è ϕk

Bk(t) =
2

`

t∫

0

ea2 (π k
` )

2
τ

`∫

0

F (s, τ) sin

(
π k

`
s

)
ds dτ +

+
2

`

`∫

0

ϕ(s) sin

(
π k

`
s

)
ds. (6.38)

Ïîäñòàâèì íàéäåííîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà Bk(t) â ðåøåíèå (6.23).
Ïîëó÷èì ðåøåíèå ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
òåïëîïðîâîäíîñòè ñ ïðîèçâîëüíûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì

Îòâåò:

u(x, t) =
∞∑

k=1

Bk(t) sin

(
π k

`
x

)
e−a2 (π k

` )
2
t, (6.39)

ãäå Bk(t) =
2

`

t∫

0

ea2 (π k
` )

2
τ

`∫

0

F (s, τ) sin

(
π k

`
s

)
ds dτ +

+
2

`

`∫

0

ϕ(s) sin

(
π k

`
s

)
ds. (6.40)
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Ïðèìåð 6.1. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â òîíêîì îäíîðîäíîì
ñòåðæíå 0 6 x 6 π ñ òåïëîèçîëèðîâàííîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ, åñëè â
íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè çàäàíî ëèíåéíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû

ϕ(x) = u0 + u1 x,

ãäå u0, u1 � êîíñòàíòû. Íà êîíöàõ ñòåðæíÿ ïîääåðæèâàåòñÿ íóëåâàÿ òåì-
ïåðàòóðà è ïî ñòåðæíþ íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåíû èñòî÷íèêè òåïëà ñ ïëîò-
íîñòüþ F (x, t) = A sin(3 x), ãäå A � êîíñòàíòà.

Ðåøåíèå. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è èìååò âèä:

ut = a2 uxx + A sin(3 x), 0 6 x 6 π (6.41)

u(x, 0) = u0 + u1 x (6.42)

u(0, t) = 0, u(π, t) = 0 (6.43)

Áóäåì ðàçûñêèâàòü ðåøåíèå ýòîé êðàåâîé çàäà÷è â âèäå ðàçëîæåíèÿ â
ðÿä Ôóðüå ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñòåðæíÿ
0 6 x 6 π ñ çàâèñÿùèì îò âðåìåíè êîýôôèöèåíòîì Bk(t) :

u(x, t) =
∞∑

k=1

Bk(t) sin(k x) e−a2 k2 t. (6.44)

Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ F (x, t) â âèäå ðÿäà Ôóðüå

A sin(3 x) =
∞∑

k=1

Fk(t) sin(k x), (6.45)

Òàêîå ðàâåíñòâî âîçìîæíî ïðè ñëåäóþùåì âûáîðå êîýôôèöèåíòîâ

F3(t) = A, Fk(t) ≡ 0, k 6= 3. (6.46)

Ïðåäñòàâèì íà÷àëüíóþ òåìïåðàòóðó ϕ(x) = u0+u1 x â âèäå ðÿäà Ôóðüå

u0 + u1 x =
∞∑

k=1

ϕk sin(k x), (6.47)

ãäå ϕk =
2

π

π∫

0

(u0 + u1 s) sin(k s) ds. (6.48)
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Âîñïîëüçóåìñÿ çíà÷åíèå èíòåãðàëà, ïîñ÷èòàííûì ðàíåå (ñì. (5.100)�
(5.101))

ϕk =
2

π k
(u0 − u0 (−1)k − u1 π (−1)k), k ∈ N. (6.49)

Ïîäñòàâèì ðåøåíèå (6.44) è ðàçëîæåíèå F (x, t) (6.45) â óðàâíåíèå òåï-
ëîïðîâîäíîñòè è ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ Bk(t)

Ḃk(t) = ea2 k2 t Fk(t). (6.50)

Ñ ó÷åòîì âèäà êîýôôèöèåíòîâ Fk(t) ïîëó÷èì îòäåëüíî äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå äëÿ Bk(t) â ñëó÷àå k = 3 è ïðè îñòàëüíûõ k 6= 3.

Ḃ3(t) = A e9 a2 t (6.51)

Ḃk(t) = 0 (6.52)

Íàéäåì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé. Äëÿ ýòîãî ðàñ-
ñìîòðèì ðåøåíèå (6.44) ïðè t = 0:

u(x, 0) =
∞∑

k=1

Bk(0) sin(k x). (6.53)

Ñ ó÷åòîì íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (6.42) è ðàçëîæåíèÿ (6.47) èìååì
∞∑

k=1

ϕk sin(k x) =
∞∑

k=1

Bk(0) sin(k x). (6.54)

Èç ðàâåíñòâà ðÿäîâ (6.33) ïîëó÷èì íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ Bk(t):

Bk(0) = ϕk. (6.55)

Ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ äëÿ ϕk íàéäåì íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ B3(0):

B3(0) = ϕ3 =
2

3π
(2 u0 + u1 π). (6.56)

Ïîëó÷àåì äâå çàäà÷è Êîøè: îäíó � äëÿ êîýôôèöèåíòà B3(t), äðóãóþ
� äëÿ îñòàëüíûõ Bk(t), k 6= 3





Ḃ3(t) = A e9 a2 t

B3(0) =
2

3π
(2 u0 + u1 π).

{
Ḃk(t) = 0

Bk(0) = ϕk.
(6.57)
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Ïðîèíòåãðèðóåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â çàäà÷å Êîøè äëÿ
B3(t)

B3(t) = A

t∫

0

e9 a2 τ dτ +
2

3π
(2 u0 + u1 π) =

=
A

9 a2 e9 a2 t +
2

3π
(2 u0 + u1 π). (6.58)

Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Bk(t), k 6= 3 èìååì

Bk(t) = ϕk =
2

π k
(u0 − u0 (−1)k − u1 π (−1)k), k ∈ N, k 6= 3.(6.59)

Íàéäÿ çíà÷åíèÿ âñåõ êîýôôèöèåíòîâ, ïîëó÷àåì ðåøåíèå äàííîé êðàå-
âîé çàäà÷è.

Îòâåò:

u(x, t) =
∞∑

k=1

Bk(t) sin(k x) e−a2 k2 t,

ãäå B3(t) =
A

9 a2 e9 a2 t +
2

3π
(2 u0 + u1 π),

Bk(t) =
2

π k
(u0 − u0 (−1)k − u1 π (−1)k), k ∈ N, k 6= 3.

6.2 Âòîðàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â òîíêîì îä-
íîðîäíîì ñòåðæíå 0 6 x 6 ` ñ òåïëîèçîëèðîâàííîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ,
åñëè íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé ϕ(x). Êîí-
öû ñòåðæíÿ òåïëîèçîëèðîâàíû è ïî ñòåðæíþ íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåíû
èñòî÷íèêè òåïëà ñ ïëîòíîñòüþ F (x, t).

Ðåøåíèå. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è èìååò âèä:

ut = a2 uxx + F (x, t), 0 6 x 6 ` (6.60)

u(x, 0) = ϕ(x) (6.61)

ux(0, t) = 0, ux(`, t) = 0 (6.62)
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Áóäåì ðàçûñêèâàòü ðåøåíèå ýòîé êðàåâîé çàäà÷è â âèäå ðàçëîæåíèÿ â
ðÿä Ôóðüå ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì âòîðîé êðàåâîé çàäà÷è ñ ïåðåìåííû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè:

u(x, t) =
1

2
A0(t) +

∞∑

k=1

Ak(t) cos

(
π k

`
x

)
e−a2 (π k

` )
2
t. (6.63)

Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ F (x, t) â âèäå ðÿäà Ôóðüå

F (x, t) =
1

2
F0(t) +

∞∑

k=1

Fk(t) cos

(
π k

`
x

)
, (6.64)

ãäå F0(t) =
2

`

`∫

0

F (s, t) ds,

Fk(t) =
2

`

`∫

0

F (s, t) cos

(
π k

`
s

)
ds, k ∈ N. (6.65)

Ïðåäñòàâèì íà÷àëüíóþ òåìïåðàòóðó ϕ(x) â âèäå ðÿäà Ôóðüå

ϕ(x) =
1

2
ϕ0 +

∞∑

k=1

ϕk cos

(
π k

`
x

)
, (6.66)

ãäå ϕ0 =
2

`

`∫

0

ϕ(s) ds,

ϕk =
2

`

`∫

0

ϕ(s) cos

(
π k

`
s

)
ds, k ∈ N. (6.67)

Ïîäñòàâèì ðåøåíèå (6.63) è ðàçëîæåíèå F (x, t) (6.64) â óðàâíåíèå òåï-
ëîïðîâîäíîñòè è ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ A0(t) è Ak(t)

Ȧ0(t) = F0(t),

Ȧk(t) = Fk(t) ea2 (π k
` )

2
t, k ∈ N. (6.68)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé ðàññìîòðèì ðåøåíèå (6.63) ïðè
t = 0 è ïðèðàâíÿåì ê ϕ(x) â âèäå ðÿäà (6.66):

A0(0) = ϕ0, Ak(0) = ϕk, k ∈ N. (6.69)
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Ïîëó÷àåì çàäà÷è Êîøè äëÿ êîýôôèöèåíòà A0(t) è äëÿ êîýôôèöèåíòîâ
Ak(t)

{
Ȧ0(t) = F0(t)

A0(0) = ϕ0.

{
Ȧk(t) = Fk(t) ea2 (π k

` )
2
t

Ak(0) = ϕk.
(6.70)

Ïðîèíòåãðèðóåì è íàéäåì çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ A0(t), Ak(t)

A0(t) =

t∫

0

F0(τ) dτ + ϕ0,

Ak(t) =

t∫

0

Fk(τ) ea2 (π k
` )

2
τ dτ + ϕk, k ∈ N. (6.71)

Ïîäñòàâèì â âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ A0(t), Ak(t) çíà÷åíèÿ êî-
ýôôèöèåíòîâ Ôóðüå F0(τ), Fk(τ) è ϕ0, ϕk è ïîëó÷èì ðåøåíèå âòîðîé êðà-
åâîé çàäà÷è äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ ïðîèçâîëü-
íûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì

Îòâåò:

u(x, t) =
1

2
A0(t) +

∞∑

k=1

Ak(t) cos

(
π k

`
x

)
e−a2 (π k

` )
2
t, (6.72)

ãäå A0(t) =
2

`

t∫

0

`∫

0

F (s, τ) ds dτ +
2

`

`∫

0

ϕ(s) ds,

Ak(t) =
2

`

t∫

0

ea2 (π k
` )

2
τ

`∫

0

F (s, τ) cos

(
π k

`
s

)
ds dτ +

+
2

`

`∫

0

ϕ(s) cos

(
π k

`
s

)
ds. (6.73)

Ïðèìåð 6.2. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â òîíêîì îäíîðîäíîì
ñòåðæíå 0 6 x 6 π ñ òåïëîèçîëèðîâàííîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ, åñëè â
íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè çàäàíî ëèíåéíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû
ϕ(x) = u0+u1 x, ãäå u0, u1 � êîíñòàíòû. Êîíöû ñòåðæíÿ òåïëîèçîëèðîâàíû
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è ïî ñòåðæíþ íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåíû èñòî÷íèêè òåïëà ñ ïëîòíîñòüþ
F (x, t) = Φ(t) cos(2 x), ãäå Φ(t) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ.

Ðåøåíèå. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è èìååò âèä:

ut = a2 uxx + Φ(t) cos(2 x), 0 6 x 6 π (6.74)

u(x, 0) = u0 + u1 x (6.75)

ux(0, t) = 0, ux(π, t) = 0 (6.76)

Áóäåì ðàçûñêèâàòü ðåøåíèå ýòîé êðàåâîé çàäà÷è â ñëåäóþùåì âèäå

u(x, t) =
1

2
A0(t) +

∞∑

k=1

Ak(t) cos(k x) e−a2 k2 t. (6.77)

Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ F (x, t) = Φ(t) cos(2 x) â âèäå ðÿäà Ôóðüå

Φ(t) cos(2 x) =
1

2
F0(t) +

∞∑

k=1

Fk(t) cos(k x), (6.78)

Èç ðàâåíñòâà ðÿäîâ (6.78) ïîëó÷àåì

F2(t) = Φ(t), F0(t) = 0, Fk(t) = 0, k ∈ N, k 6= 2. (6.79)

Ïðåäñòàâèì íà÷àëüíóþ òåìïåðàòóðó ϕ(x) = u0+u1 x â âèäå ðÿäà Ôóðüå

u0 + u1 x =
1

2
ϕ0 +

∞∑

k=1

ϕk cos(k x), (6.80)

ãäå ϕ0 =
2

π

π∫

0

(u0 + u1 s) ds = 2 u0 + u1 π,

ϕk =
2

π

π∫

0

(u0 + u1 s) cos(k s) ds, k ∈ N. (6.81)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ϕk âîñïîëüçóåìñÿ çíà÷åíèåì èíòåãðàëà, ïîñ÷èòàííûì
ðàíåå (5.139)�(5.140)

ϕk =
2 u1

π k2 ((−1)k − 1). (6.82)
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Ïîäñòàâèì ðåøåíèå (6.77) â óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè (6.74) è çà-
ìåíèì ïëîòíîñòü èñòî÷íèêîâ F (x, t) åå ðÿäîì Ôóðüå (6.78). Ïîëó÷èì äèô-
ôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ A0(t) è Ak(t)

Ȧ0(t) = F0(t),

Ȧk(t) = Fk(t) ea2 (π k
` )

2
t, k ∈ N. (6.83)

Òåïåðü ïîäñòàâèì t = 0 â ðåøåíèå (6.77) è ïðèðàâíÿåì ê íà÷àëüíîìó
óñëîâèþ ϕ(x) = u0 + u1 x, ïðåäñòàâëåííîìó ðÿäîì Ôóðüå (6.80). Íàéäåì
çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ êîýôôèöèåíòîâ A0 è Ak ïðè t = 0:

A0(0) = ϕ0, Ak(0) = ϕk, k ∈ N. (6.84)

Ïîëó÷àåì çàäà÷è Êîøè äëÿ êîýôôèöèåíòà A0(t) è äëÿ êîýôôèöèåíòîâ
Ak(t)

{
Ȧ0(t) = F0(t)

A0(0) = ϕ0.

{
Ȧk(t) = Fk(t) ea2 (π k

` )
2
t

Ak(0) = ϕk.
(6.85)

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî êîýôôèöèåíòû F0(t), F2(t), Fk(t) èìåþò âèä (6.79),
çàïèøåì çàäà÷è Êîøè îòäåëüíî äëÿ êîýôôèöèåíòîâ A0(t), A2(t), Ak(t):

{
Ȧ0(t) = 0

A0(0) = ϕ0.

{
Ȧ2(t) = Φ(t) e4 a2 t

A2(0) = ϕ2.

{
Ȧk(t) = 0, k 6= 2

Ak(0) = ϕk.
(6.86)

Ïðîèíòåãðèðóåì è íàéäåì çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ A0(t), Ak(t)

A0(t) = ϕ0,

A2(t) =

t∫

0

Φ(τ) e4 a2 τ dτ + ϕ2,

Ak(t) = ϕk, k ∈ N, k 6= 2

Ïîäñòàâèì â âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ïîñ÷èòàííûå çíà÷åíèÿ êî-
ýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ϕ0, ϕk, ϕ2 (6.81) è ïîëó÷èì ðåøåíèå âòîðîé êðàåâîé
çàäà÷è (6.74)�(6.76)
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Îòâåò:

u(x, t) =
1

2
A0(t) +

∞∑

k=1

Ak(t) cos(k x) e−a2 k2 t,

ãäå A0(t) = 2 u0 + u1 π,

A2(t) =

t∫

0

Φ(τ) e4 a2 τ dτ,

Ak(t) =
2 u1

π k2 ((−1)k − 1), k ∈ N, k 6= 2

Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèÿ ϕk 6= 0 äëÿ íå÷åòíûõ k ∈ N. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî
äëÿ íå÷åòíûõ k = 2m + 1 âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà ϕ2m+1 èìååò âèä

ϕ2m+1 =
−4 u1

π (2m + 1)2 ,

ðåøåíèå çàäà÷è ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

u(x, t) = (u0 +
π

2
u1) + A2(t) cos(2 x) e−4 a2 t −

−4 u1

π

∞∑
m=1

1

(2m + 1)2 cos((2m + 1) x) e−a2 (2m+1)2 t,

ãäå A2(t) =

t∫

0

Φ(τ) e4 a2 τ dτ.

6.3 Êðàåâûå çàäà÷è ñî ñìåøàííûìè
êðàåâûìè óñëîâèÿìè

Ïîñòàíîâêà êðàåâîé çàäà÷è 1-2. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû
â òîíêîì îäíîðîäíîì ñòåðæíå 0 6 x 6 ` ñ òåïëîèçîëèðîâàííîé áîêîâîé
ïîâåðõíîñòüþ, åñëè íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ ϕ(x).
Íà ëåâîì êîíöå ñòåðæíÿ òåìïåðàòóðà ðàâíà íóëþ, ïðàâûé êîíåö ñòåðæíÿ
òåïëîèçîëèðîâàí è ïî ñòåðæíþ íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåíû èñòî÷íèêè òåïëà
ñ ïëîòíîñòüþ F (x, t).
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Çàäà÷à 6.1. Çàïèøèòå ìàòåìàòè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ïðèìåíèòå
ìåòîä Ôóðüå äëÿ åå ðåøåíèÿ.

Ïîñòàíîâêà êðàåâîé çàäà÷è 2-1. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðà-
òóðû â òîíêîì îäíîðîäíîì ñòåðæíå 0 6 x 6 ` ñ òåïëîèçîëèðîâàííîé áîêî-
âîé ïîâåðõíîñòüþ, åñëè íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ
ϕ(x). Íà ëåâîì êîíöå ñòåðæíÿ ïîòîê òåïëà ðàâåí íóëþ, íà ïðàâîì êîíöå
ïîääåðæèâàåòñÿ íóëåâàÿ òåìïåðàòóðà, ïî ñòåðæíþ íåïðåðûâíî ðàñïðåäå-
ëåíû èñòî÷íèêè òåïëà ñ ïëîòíîñòüþ F (x, t).

Çàäà÷à 6.2. Çàïèøèòå ìàòåìàòè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ïðèìåíèòå
ìåòîä Ôóðüå äëÿ åå ðåøåíèÿ.

6.4 Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 6.3. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â òîíêîì îäíîðîäíîì
ñòåðæíå 0 6 x 6 1 ñ òåïëîèçîëèðîâàííîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ, åñëè
â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè òåìïåðàòóðà ïîñòîÿííà ϕ(x) = ϕ0, ãäå ϕ0

� êîíñòàíòà. Íà êîíöàõ ñòåðæíÿ ïîääåðæèâàåòñÿ íóëåâàÿ òåìïåðàòóðà
è ïî ñòåðæíþ íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåíû èñòî÷íèêè òåïëà ñ ïëîòíîñòüþ
F (x, t) = e2 t sin(3 π x).

Çàäà÷à 6.4. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â òîíêîì îäíîðîäíîì
ñòåðæíå 0 6 x 6 1 ñ òåïëîèçîëèðîâàííîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ, åñëè â
íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè òåìïåðàòóðà ïîñòîÿííà ϕ(x) = ϕ0, ãäå ϕ0 �
êîíñòàíòà. Êîíöû ñòåðæíÿ òåïëîèçîëèðîâàíû è ïî ñòåðæíþ íåïðåðûâíî
ðàñïðåäåëåíû èñòî÷íèêè òåïëà ñ ïëîòíîñòüþ F (x, t) = e−t cos(5 π x).

Çàäà÷à 6.5. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â òîíêîì îäíîðîäíîì
ñòåðæíå 0 6 x 6 1 ñ òåïëîèçîëèðîâàííîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ, åñëè â
íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè òåìïåðàòóðà ïîñòîÿííà ϕ(x) = ϕ0, ãäå ϕ0 �
êîíñòàíòà. Íà ëåâîì êîíöå ñòåðæíÿ ïîääåðæèâàåòñÿ íóëåâàÿ òåìïåðàòóðà,
ïðàâûé êîíåö òåïëîèçîëèðîâàí. Ïî ñòåðæíþ íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåíû èñ-
òî÷íèêè òåïëà ñ ïëîòíîñòüþ F (x, t) = et sin(

3 π

2
x).
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Çàäà÷à 6.6. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â òîíêîì îäíîðîäíîì
ñòåðæíå 0 6 x 6 1 ñ òåïëîèçîëèðîâàííîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ, åñëè â íà-
÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè òåìïåðàòóðà ïîñòîÿííà ϕ(x) = ϕ0, ãäå ϕ0 � êîí-
ñòàíòà. Ëåâûé êîíåö ñòåðæíÿ òåïëîèçîëèðîâàí, íà ïðàâîì êîíöå ñòåðæíÿ
ïîääåðæèâàåòñÿ íóëåâàÿ òåìïåðàòóðà. Ïî ñòåðæíþ íåïðåðûâíî ðàñïðåäå-
ëåíû èñòî÷íèêè òåïëà ñ ïëîòíîñòüþ F (x, t) = e2 t cos(

5 π

2
x).

Äàéòå ñëîâåñíóþ ôîðìóëèðîâêó ñëåäóþùèõ çàäà÷ è ðåøèòå èõ.

Çàäà÷à 6.7.

ut = a2uxx + 1, 0 < x < 4, t > 0,

u
∣∣∣
t=0

= x2,

u
∣∣∣
x=0

= 0, u
∣∣∣
x=4

= 0.

Çàäà÷à 6.8.

ut = a2uxx + 2, 0 < x < π, t > 0,

u
∣∣∣
t=0

= x,

ux

∣∣∣
x=0

= 0, ux

∣∣∣
x=π

= 0.

Çàäà÷à 6.9.

ut = a2uxx + 3, 0 < x <
π

2
, t > 0,

u
∣∣∣
t=0

= sin3x,

u
∣∣∣
x=0

= 0, ux

∣∣∣
x=π

2

= 0.

Çàäà÷à 6.10.

ut = a2uxx + 4, 0 < x < 1, t > 0,

u
∣∣∣
t=0

= cos(9πx/2),

ux

∣∣∣
x=0

= 0, u
∣∣∣
x=1

= 0.
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6.5 Îòâåòû ê çàäà÷àì

Ïðèâåäåì îòâåòû ê çàäà÷àì äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.
Íîìåð Îòâåò

(6.1)

u(x, t) =
∞∑

k=1

Bk(t) sin
(

π (2 k−1)
2 ` x

)
e
−a2

(
π (2 k−1)

2 `

)2
t
,

Bk(t) =
2
`

t∫
0

e
a2

(
π (2 k−1)

2 `

)2
τ ∫̀

0

F (s, τ) sin
(

π (2 k−1)
2 ` s

)
ds dτ+

+
2
`

∫̀
0

ϕ(s) sin
(

π (2 k−1)
2 ` s

)
ds.

(6.2)

u(x, t) =
∞∑

k=1

Ak(t) cos
(

π (2 k−1)
2 ` x

)
e
−a2

(
π (2 k−1)

2 `

)2
t
,

Bk(t) =
2
`

t∫
0

e
a2

(
π (2 k−1)

2 `

)2
τ ∫̀

0

F (s, τ) cos
(

π (2 k−1)
2 ` s

)
ds dτ+

+
2
`

∫̀
0

ϕ(s) cos
(

π (2 k−1)
2 ` s

)
ds.

(6.3) u(x, t) = 4ϕ0

π sin(π x) e−a2 π2 t + (4ϕ0

3π − 1) sin(3 π x) e−9 a2 π2 t + 1
2+9 a2π2 sin(3 π x) e2 t+

+
2ϕ0

π

∞∑
k=5

1− (−1)k

k
sin(π k x) e−a2 π2 k2 t.

(6.4) u(x, t) = ϕ0 +
1

25π2 a2

(
e−t − e−25 pi2 a2 t

)
cos(5π x)

(6.5) u(x, t) =

(
4ϕ0

3 π e−a2 9
4

π2 t +
1

1 + 9
4 a2 π2

(
et − e−a2 9

4
π2 t

))
sin(3 π

2 x)+

+
4ϕ0

π

∞∑
k=1,k 6=2

1
2 k − 1

sin(π (2k−1)
2 x) e−a2 π2 (2k−1)2

4
t.

(6.6) u(x, t) =

(
4ϕ0

5 π e−a2 25
4

π2 t +
1

1 + 25
4 a2 π2

(
e2 t − e−a2 25

4
π2 t

))
cos(5 π

2 x)+

+
4ϕ0

π

∞∑
k=1,k 6=3

(−1)k+1

2 k − 1
cos(π (2k−1)

2 x) e−a2 π2 (2k−1)2

4
t.
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Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

7.1 Îñíîâíûå òåîðåìû

Ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ñîïî-
ñòàâëÿþùåå ôóíêöèè f(t), îïðåäåëåííîé íà âåùåñòâåííîé îñè R, ôóíêöèþ
F (x), îïðåäåëÿåìóþ èíòåãðàëîì

F (x) =
1√
2π

+∞∫

−∞
f(t)e−itx dt.

Èñïîëüçóþòñÿ òàêæå îáîçíà÷åíèÿ

F (x) = f̂(x) = (Ff)(x).

Åñëè èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå Ëåáåãà, òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îïðå-
äåëåíî â êëàññå L1(R) èíòåãðèðóåìûõ ïî Ëåáåãó ôóíêöèé. Îäíàêî ïðè
îïåðàòîðíîé òðàêòîâêå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âåñüìà
øèðîêèå êëàññû îáîáùåííûõ ôóíêöèé.

Ïåðâûì êëàññè÷åñêèì ðåçóëüòàòîì î ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå ÿâëÿåòñÿ
ëåììà Ðèìàíà - Ëåáåãà.

Òåîðåìà 2. Åñëè f(t) � èíòåãðèðóåìàÿ ïî Ëåáåãó ôóíêöèÿ, òî åå ïðå-
îáðàçîâàíèå Ôóðüå f̂(x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíî íà âåùåñòâåííîé îñè R è
f̂(x) → 0 ïðè |x| → ∞.

Â òåîðèè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå âàæíóþ ðîëü èãðàþò ðåçóëüòàòû îá
îáðàùåíèè. Ïðèâåäåì îäèí èç íàèáîëåå ïðîñòûõ ðåçóëüòàòîâ.
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Òåîðåìà 3. Ïóñòü f(t) ∈ L1(R), íåïðåðûâíà â òî÷êå t0 è óäîâëåòâîðÿåò
â íåé óñëîâèþ Äèíè:

δ∫

−δ

|f(t0 + h)− f(t0)|
|h| dh < ∞.

Òîãäà çíà÷åíèå f(t0) âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ôîðìóëå îáðàùåíèÿ

f(t0) = lim
R→∞

1√
2π

R∫

−R

f̂(x)eit0x dx.

Îáû÷íî ôîðìóëó îáðàùåíèÿ çàïèñûâàþò â âèäå

f(t0) =
1√
2π

∞∫

−∞
f̂(x)eit0x dx,

ïîäðàçóìåâàÿ ïðè ýòîì, ÷òî èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà-
÷åíèÿ, êàê ýòî óêàçàíî â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû.

Ñóùåñòâåííóþ ðîëü â ïðèëîæåíèÿõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ê äèôôå-
ðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì èãðàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î ïðåîáðàçîâàíèè
Ôóðüå ïðîèçâîäíîé.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü f(t) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ è ïðè-
íàäëåæèò âìåñòå ñî ñâîåé ïðîèçâîäíîé êëàññó L1(R). Òîãäà ñïðàâåäëèâà
ôîðìóëà

(Ff ′)(x) = ix(Ff)(x).

Åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì äàííîãî ðåçóëüòàòà ÿâëÿåòñÿ

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü f(t) � n-ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíê-
öèÿ è ïðèíàäëåæèò âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè êëàññó L1(R). Òîãäà
ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû

(Ff (k))(x) = (ix)k(Ff)(x), k = 1, ...n. (7.1)

Ôîðìóëà 7.1 è ëåììà Ðèìàíà-Ëåáåãà ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü ïîâåäåíèå ïðå-
îáðàçîâàíèÿ Ôóðüå íà áåñêîíå÷íîñòè.
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Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ñëåäñòâèÿ 1.
Òîãäà

(Ff)(x) = o(1/xn) ïðè |x| → ∞.

Îäíèì èç âàæíûõ êëàññîâ ôóíêöèé, â êîòîðîì ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðå-
îáðàçîâàíèå Ôóðüå, ÿâëÿåòñÿ êëàññ S(R) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ
áûñòðî óáûâàþùèõ ôóíêöèé. Ôóíêöèÿ f(t) ïðèíàäëåæèò êëàññó S(R), åñ-
ëè

pn,m(f) = sup
t
|tmf (n)(t)| < ∞

äëÿ âñåõ n,m.

Â ïðîñòðàíñòâå S(R) ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ñõîäèìîñòè. Ãîâîðÿò, ÷òî ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {fk} ñõîäèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå S(R) ê ôóíêöèè f , åñëè

pn,m(fk − f) → 0

ïðè k →∞ äëÿ âñåõ n,m.

Òåîðåìà 5. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå F âçàèìíî îäíîçíà÷íî è âçàèìíî
íåïðåðûâíî îòîáðàæàåò ïðîñòðàíñòâî S(R) íà ñåáÿ. Îáðàòíîå ïðåîá-
ðàçîâàíèå Ôóðüå îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

(F−1g)(t) =
1√
2π

+∞∫

−∞
g(t)eitx dt.

Çàìåòèì, ÷òî âçàèìíàÿ íåïðåðûâíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî íåïðåðûâíû îáà
îòîáðàæåíèÿ F è F−1, ò.å. åñëè fn → f â ïðîñòðàíñòâå S(R), òî F±1fn →
F±1f.

Çàäà÷à 7.1. Âûÿñíèòü êàêèå èç ïðèâåäåííûõ ôóíêöèé ïðèíàäëåæàò êëàñ-
ñó S(R):

tne−t2, χ[0,+∞)(t)e
−t2, e−|t|, (1 + t2)−1, th t,

d

dt
th t.

Çàäà÷à 7.2. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî S(R) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî
îïåðàöèé äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ìíîãî÷ëåíû.
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7.2 Ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

Â ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî íåïî-
ñðåäñòâåííûì èíòåãðèðîâàíèåì.

Çàäà÷à 7.3. Íàéòè ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äëÿ ñëåäóþùèõ ôóíêöèé

1. χ[a,b](t), 2. e−α|t|,

3. χ(−∞,0](t) et, 4. χ[a,b](t) sin t.

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìîùíûå ìåòîäû òåîðèè àíà-
ëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, â ÷àñòíîñòè, òåîðèþ âû÷åòîâ.

Ïðèìåð 7.1. Íàéòè ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äëÿ f(t) = 1/(t2 + 1).

Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ f(z) = 1/(z2 + 1) àíàëèòè÷íà â êîìïëåêñíîé ïëîñ-
êîñòè çà èñêëþ÷åíèåì ïðîñòûõ ïîëþñîâ â òî÷êàõ z = ±i. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

F (x) =
1√
2π

+∞∫

−∞

e−itx

t2 + 1
dt

ïîñòóïàåì ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ðàññìîòðèì èíòåãðàëû

J±R (x) =
1√
2π

∫

L±R

e−izx

z2 + 1
dz,

ãäå L±R � çàìêíóòûé êîíòóð, ïîëó÷àþùèéñÿ äîáàâëåíèåì ê îòðåçêó [−R,R]

ïîëóîêðóæíîñòè C±
R ñ öåíòðîì â íóëå ðàäèóñà R, ïðè÷åì C+

R ðàñïîëîæåíà
â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, à C−

R � â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè. Çàìåòèì, ÷òî
L+

R ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ êðèâàÿ, à L−R � îòðèöàòåëüíî îðèåíòè-
ðîâàíà. Äàííûå èíòåãðàëû ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ ìåòîäîì âû÷åòîâ.

Íàïîìíèì îñíîâíóþ òåîðåìó î âû÷åòàõ.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü g(z) � ôóíêöèÿ, àíàëèòè÷åñêàÿ â îáëàñòè D çà èñ-
êëþ÷åíèåì èçîëèðîâàííûõ ïîëþñîâ, è L � çàìêíóòàÿ êóñî÷íî ãëàäêàÿ ïî-
ëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ êðèâàÿ, ñîäåðæàùàÿ âíóòðè ñåáÿ ïîëþñà
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z1, z2, ...zn. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà
∫

L

g(z) dz = 2πi

n∑

k=1

resz=zk
g(z),

ãäå resz=zk
g(z) � âû÷åò ôóíêöèè g(z) â ïîëþñå zk, êîòîðûé âû÷èñëÿåòñÿ

ïî ôîðìóëå

resz=zk
g(z) = lim

z→zk

1

(n− 1)!

dn−1

dzn−1 (g(z)(z − zk)
n),

ãäå n � ïîðÿäîê ïîëþñà zk.

Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ýòîé òåîðåìû ïîëó÷àåì

J±R (x) =
√

π/2e±x. (7.2)

Êàê, èñõîäÿ èç ýòîãî ðåçóëüòàòà, ïîëó÷èòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå f̂(x)?
Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ôîðìóëå 7.2, ïîëó÷àåì

f̂(x) + lim
R→∞

1√
2π

∫

C±R

e−izx

z2 + 1
dz =

√
π/2e±x.

ßñíî, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ f̂(x) íóæíî çíàòü ïðåäåëû èíòåãðàëîâ ïî
ïîëóîêðóæíîñòÿì C±

R ïðè R →∞.

Èçâåñòíàÿ ëåììàÆîðäàíà óêàçûâàåò óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ èíòåãðàëû
òàêîãî òèïà ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ.

Òåîðåìà 7. (Æîðäàí) Ïóñòü

max
z∈C−R

|g(z)| → 0 (max
z∈C+

R

|g(z)| → 0)

ïðè R →∞ è x > 0 (x < 0). Òîãäà

lim
R→∞

∫

C−R

g(z)e−izx dz = 0


 lim

R→∞

∫

C+
R

g(z)e−izx dz = 0


 .
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Ñîãëàñíî ëåììå Æîðäàíà èìååì

f̂(x) =
√

π/2ex ïðè x < 0

è
f̂(x) =

√
π/2e−x ïðè x > 0,

÷òî ìîæíî ïðåäñòàâèòü îäíîé ôîðìóëîé

f̂(x) =
√

π/2e−|x|.

Àíàëîãè÷íûå ñîîáðàæåíèÿ ìîæíî ïðèìåíÿòü â áîëåå ñëîæíîé ñèòóà-
öèè, êîãäà ó ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè ìîæåò áûòü ñ÷åòíîå ÷èñëî ïîëþ-
ñîâ.

Ïðèìåð 7.2. Íàéòè ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äëÿ ôóíêöèè f(t) = 1/ch t.

Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ 1/ch z èìååò ïðîñòûå ïîëþñà â òî÷êàõ zk = i(k +

1/2)π k = 0,±1, ... Ñîîòâåòñòâóþùèå âû÷åòû èìåþò âèä

2πiresz=zk
{e

−izx

ch z
} = 2πi

e−izkx

sh zk
=

= 2π
e(k+1/2)πx

sin (k + 1/2)x
= 2π(−1)ke(k+1/2)πx.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëîâ ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ñ ïî-
ìîùüþ òåîðèè âû÷åòîâ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå îáÿçàòåëüíî îñóùåñòâëÿòü çàìû-
êàíèå îòðåçêà ñ ïîìîùüþ ïîëóîêðóæíîñòåé. Äëÿ ýòîé öåëè ìîæíî èñïîëü-
çîâàòü ñèñòåìó êîíòóðîâ Γ±n , óõîäÿùèõ íà áåñêîíå÷íîñòü ñîîòâåòñòâåííî â
âåðõíåé èëè íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè.

Ïóñòü, íàïðèìåð, x < 0. Òîãäà ðàññìîòðèì çàìêíóòûé êîíòóð L+
R,n,

ÿâëÿþùèéñÿ ãðàíèöåé ïðÿìîóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè −R, R, R+inπ, −R+

inπ è èíòåãðàë
J+

R,n =
1√
2π

∫

L+
R,n

e−izx

ch z
dz.

Â äàííîì ñëó÷àå Γ+
R,n = L+

R,n \ [−R,R]. Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî
∫

Γ+
R,n

e−izx

ch z
dz → 0 ïðè R, n →∞.
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Äîêàæèòå ýòîò ôàêò ñàìîñòîÿòåëüíî. Ïîñëå ýòîãî ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè
x < 0

f̂(x) =
∞∑

n=0

√
2π(−1)ne(n+1/2)πx.

Ñóììèðóÿ äàííûé ðÿä êàê ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ, èìååì ïðè x < 0

f̂(x) =
√

2π
eπx/2

1 + eπx
=

√
π/2

1

ch πx/2
.

Äîêàæèòå íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì, ÷òî ôîðìóëà âåðíà è äëÿ ñëó-
÷àÿ x > 0.

Çàäà÷à 7.4. Íàéòè ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äëÿ ñëåäóþùèõ ôóíêöèé
t/sh t, sin t/t.

Ïðèìåð 7.3. Íàéòè ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè f(t) = e−αt2

Ðåøåíèå.
1 ñïîñîá. Ôóíêöèÿ e−αz2 àíàëèòè÷åñêàÿ íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Ïîýòîìó ∫

CR

e−αz2

e−izx dz = 0,

ãäå CR � ãðàíèöà ïðÿìîóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ −R, R, R +

iy, −R + iy. Èíòåãðàëû
±R+iy∫

±R

e−αz2

e−izx dz

ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè R → +∞. Ïîýòîìó

f̂(x) =
1√
2π

+∞+iy∫

−∞+iy

e−αz2

e−izx dz

è íå çàâèñèò îò y.
Îñóùåñòâëÿÿ çàìåíó z = t + iy, ñâåäåì èíòåãðàë íà âåùåñòâåííóþ

îñü è âûáåðåì y òàê, ÷òîáû ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïðèíÿëà íàèáîëåå
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ïðîñòîé âèä. Èìååì

f̂(x) =
1√
2π

+∞∫

−∞
e−α(t+iy)2e−i(t+iy)x dt.

Ïîëàãàÿ y = −x/(2α), ïðèâåäåì èíòåãðàë ê âèäó

f̂(x) =
1√
2π

+∞∫

−∞
e−

x2

4αe−αt2 dt.

Çàìåíà ïåðåìåííîé τ = αt2 ïîçâîëÿåò ñâåñòè èíòåãðàë ê Γ � ôóíêöèè
Ýéëåðà, â ðåçóëüòàòå îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

f̂(x) =
1√
2α

e−
x2

4α .

2 ñïîñîá. Äèôôåðåíöèðóÿ èíòåãðàë

J(x) =
1√
2π

+∞∫

−∞
e−αt2e−itx dt

è èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïðèõîäèì ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

J ′(x) = − x

2α
J(x).

Ïîýòîìó
J(x) = Ce−

x2

4α ,

ãäå

c = J(0) =
1√
2π

+∞∫

−∞
e−αt2 dt.

Ñâîäÿ ïîñëåäíèé èíòåãðàë ê Γ-ôóíêöèè, óñòàíàâëèâàåì, ÷òî c = 1√
2α

.

7.3 Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îáîáùåííûõ ôóíêöèé

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå îáîáùåííûõ ôóíêöèé êëàññà S ′(R).
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Îïðåäåëåíèå 7.1. Îáîáùåííîé ôóíêöèåé êëàññà S ′(R) íàçûâàåòñÿ ëè-
íåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë f íà ïðîñòðàíñòâå îñíîâíûõ ôóíêöèé
S(R).

Äàëåå ïîìèìî îáû÷íîãî îáîçíà÷åíèÿ f(ϕ) äëÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà
íà îñíîâíîé ôóíêöèè áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêæå îáîçíà÷åíèå < f, ϕ > .

Îïðåäåëåíèå 7.2. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îáîáùåííîé ôóíêöèè f ∈ S ′(R)

åñòü îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëîé

< Ff, ϕ >=< f,Fϕ >,

ãäå ϕ � ëþáàÿ îñíîâíàÿ ôóíêöèÿ.

Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå îáîáùåííûõ ôóíêöèé êàê è äëÿ îáû÷íûõ
ôóíêöèé èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå f̂ . Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ F−1f :

< F−1f, ϕ >=< f,F−1ϕ > .

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå â êëàññå
S ′(R).

Òåîðåìà 8. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

F : S ′(R) → S ′(R)

âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåò S ′(R) íà S ′(R). Åãî îáðàòíûì îòîáðà-
æåíèåì ÿâëÿåòñÿ F−1.

Òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ óäèâèòåëüíî ïðîñòî. Äëÿ ëþáîé îáîáùåííîé
ôóíêöèè f ∈ S ′(R) ñïðàâåäëèâà öåïî÷êà ðàâåíñòâ

< F−1Ff, ϕ >=< Ff,F−1ϕ >=< f,FF−1ϕ >=< f, ϕ > .

Ñëåäîâàòåëüíî,
F−1F = id.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

FF−1 = id.

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå
îáîáùåííûõ ôóíêöèé.
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Ïðèìåð 7.4. Íàéòè ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå δ-ôóíêöèè Äèðàêà.

Ðåøåíèå. Íàïîìíèì, ÷òî δ-ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

< δ, ϕ >= ϕ(0).

Ïîýòîìó

< Fδ, ϕ >=< δ,Fϕ >=
1√
2π

+∞∫

−∞
ϕ(t) dt =<

1√
2π

, ϕ > .

Ñëåäîâàòåëüíî, Fδ = 1√
2π

.

Ïðèìåð 7.5. Íàéòè ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïðîèçâîäíîé δ-ôóíêöèè.

Ðåøåíèå. Òàê êàê δ′(x) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

< δ′, ϕ >= −ϕ′(0),

òî

< Fδ′, ϕ >=< δ′,Fϕ >= − 1√
2π

+∞∫

−∞
(−it)ϕ(t) dt =<

it√
2π

, ϕ > .

Òàêèì îáðàçîì,
Fδ′ =

it√
2π

.

Çàäà÷à 7.5. Äîêàçàòü ôîðìóëó

Fδ(n) =
intn√

2π
.

Çàäà÷à 7.6. Íàéòè ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äëÿ ñìåùåííîé δ-ôóíêöèè è åå
ïðîèçâîäíûõ. Ñìåùåííàÿ δ-ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

< δh, ϕ >= ϕ(h).

Ïðèìåð 7.6. Íàéòè ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îáîáùåííîé ôóíêöèè f = 1.
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Ðåøåíèå. Ïðîùå âñåãî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòàìè ïðèìåðà 7.4, ãäå
óñòàíîâëåíî, ÷òî Fδ = 1√

2π
. Àíàëîãè÷íî ýòîìó ïðèìåðó óñòàíàâëèâàåòñÿ,

÷òî F−1δ = 1√
2π

. Òîãäà â ñèëó òåîðåìû îáðàùåíèÿ F1 =
√

2πδ.

Îäíàêî ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ôîðìóëû.
Èìååì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

< F1, ϕ >=< 1,Fϕ >=
1√
2π

+∞∫

−∞
dt

+∞∫

−∞
ϕ(x)e−itx dx =

= lim
R→∞

1√
2π

+R∫

−R

dt

+∞∫

−∞
ϕ(x)e−itx dx = lim

R→+∞

√
2

π

+∞∫

−∞
ϕ(x)

sin Rx

x
dx.

Äëÿ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì èíòåãðàëîì Äèðèõëå
+∞∫

−∞

sin Rx

x
dx = π.

Òîãäà ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

< F1, ϕ >=
√

2πϕ(0) + lim
R→+∞

√
2

π

+∞∫

−∞
(ϕ(x)− ϕ(0))

sin Rx

x
dx.

Òàêèì îáðàçîì, îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ïðåäåë èíòåãðàëà â ïîñëåäíåé ôîð-
ìóëå ðàâåí íóëþ. Îáîçíà÷èì äàííûé èíòåãðàë ÷åðåç J(R) è ïðåäñòàâèì â
âèäå ñóììû òðåõ èíòåãðàëîâ:

J(R) = J1(R) + J2(R) + J3(R),

ãäå
J1(R) =

∫

|x|<δ

(ϕ(x)− ϕ(0))
sin Rx

x
dx,

J2(R) =

∫

|x|>δ

ϕ(x)
sin Rx

x
dx,

J3(R) = −
∫

|x|>δ

ϕ(0)
sin Rx

x
dx.
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Òîãäà èíòåãðàëû J1(R), J2(R) ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè R →∞ â ñèëó ëåììû
Ðèìàíà-Ëåáåãà. Èíòåãðàë J3(R) ïîñëå çàìåíû Rx = s ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

J3(R) = −
∫

|x|>Rδ

ϕ(0))
sin s

s
ds.

Ïîýòîìó J3(R) → 0 ïðè R → ∞ ââèäó óñëîâíîé ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà
+∞∫
−∞

sin s
s ds.

Çàäà÷à 7.7. Íàéòè ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îáîáùåííîé ôóíêöèè f(t) = tn.

Çàäà÷à 7.8. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ îáîáùåííîé ôóíêöèè f êëàññà S ′(R) ñïðà-
âåäëèâû ôîðìóëû

Ff (n) = (ix)nFf,

F(tnf) = in(Ff)(n).

7.4 sin− è cos-ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

Ïðåäâàðèòåëüíî îòìåòèì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà èíâàðèàíòíîñòè ïðåîáðàçî-
âàíèÿ Ôóðüå.

Òåîðåìà 9. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå f̂(x) ÷åòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíê-
öèÿ f(t) ÷åòíà;

2. ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå f̂(x) íå÷åòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ôóíêöèÿ f(t) íå÷åòíà;

3. ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå f̂(x) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ f̂(x) =

f̂(−x) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ f(t) âåùåñòâåííà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(t) � ÷åòíà, òîãäà

f̂(−x) =
1√
2π

+∞∫

−∞
eixtf(t) dt.
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Ñîâåðøàÿ çàìåíó ïåðåìåííîé t → −t, ïîëó÷àåì, ÷òî

f̂(−x) =
1√
2π

+∞∫

−∞
e−ixtf(t) dt = f̂(x).

Çàäà÷à 7.9. Äîêàçàòü óòâåðæäåíèÿ 2 è 3.

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà èíâàðèàíòíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ìîæíî ââå-
ñòè íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè sin− è cos-ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.

Ïóñòü, íàïðèìåð, f(t) � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ. òîãäà åå ïðåîáðàçîâàíèå Ôó-
ðüå òàêæå ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ. Ñâåðíåì ôîðìóëû ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ Ôóðüå íà ïîëóîñü. Òîãäà ïîëó÷àþòñÿ ôîðìóëû ïðÿìîãî è îá-
ðàòíîãî cos-ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

f̂(x) =

√
2

π

∞∫

0

cos xt f(t) dt,

f(t) =

√
2

π

∞∫

0

cos xt f̂(t) dt.

Óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè ýòèõ ôîðìóë ñîâïàäàþò ñ óñëîâèÿìè ïðèìåíèìîñòè
äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.

Çàäà÷à 7.10.

Óñòàíîâèòü ôîðìóëû ïðÿìîãî è îáðàòíîãî sin-ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

f̂(x) =

√
2

π

∞∫

0

sin xt f(t) dt,

f(t) =

√
2

π

∞∫

0

sin xt f̂(t) dt.

Ïðèìåð 7.7. Íàéòè cos-ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå âòîðîé ïðîèçâîäíîé ôóíê-
öèè f(t).
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Ðåøåíèå. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî f(t) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðó-
åìà íà [0, +∞] è àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìà âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè
f ′(t) è f ′′(t). Ïóñòü F (x) � cos-ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè f(t). Ðàñ-
ñìîòðèì cos-ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äëÿ f ′′(t):

f̂ ′′(x) =

√
2

π

∞∫

0

cos xt f ′′(t) dt.

Îñóùåñòâëÿÿ äâàæäû èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì, ïðèõîäèì ê ôîðìóëå

(Fcf)(x) = −
√

2

π
f ′(0)− x2(Fcf)(x).

Çäåñü è äàëåå äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàçëè÷àòü sin- è cos-ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå
èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ Fs è Fc.

Çàäà÷à 7.11. Íàéòè ôîðìóëó äëÿ sin-ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå âòîðîé ïðî-
èçâîäíîé ôóíêöèè f(t).

Îòâåò.
(Fsf)(x) =

√
2

π
xf(0)− x2(Fsf)(x).

Çàäà÷à 7.12. Íàéòè ôîðìóëû äëÿ cos- è sin- ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå ïðî-
èçâîäíûõ ÷åòíîãî ïîðÿäêà.

Ïðèìåð 7.8. Íàéòè cos-ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñëåäóþùèõ ôóíêöèé

1). e−αx2

, 2). e−αx2

cos βx (α > 0).

Ðåøåíèå.
1. Èñïîëüçóÿ ñîîáðàæåíèÿ ÷åòíîñòè è ðåçóëüòàòû ïðèìåðà 7.3, èìååì

Fc(e
−αx2

)(y) =

√
2

π

∞∫

0

e−αx2

cos xy dx =

= Re




√
1

2π

∞∫

−∞
e−αx2

eixy dx


 =

e−
y2

4α√
2α

.
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2. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó

cos βx cos xy = 1/2(cos(y + β)x + cos(y − β)x),

ñâîäèì âû÷èñëåíèå ê óæå ðàññìîòðåííîìó ñëó÷àþ.
Îòâåò. 1

2
√

2α
(e−

(y+β)2

4α + e−
(y−β)2

4α ).

Çàäà÷à 7.13. Íàéòè sin-ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ñëåäóþùèõ ôóíêöèé

1). xe−αx2

, 2). xe−αx2

cos βx (α > 0).

Îòâåò:
1). y e−

y2

4α

2α
√

2α
, 2). 1

4α
√

2α
((y + β)e−

(y+β)2

4α + (y − β)e−
(y−β)2

4α ).

Ïðèìåð 7.9. Íàéòè ôîðìóëó îáðàùåíèÿ äëÿ èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ

U(λ) = (Gu)(λ) =

√
2

π

∞∫

0

(λ cos λx + β sin λx)u(x) dx.

Ðåøåíèå. Ñ÷èòàåì, ÷òî u(x) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ íóëþ âíå íåêî-
òîðîãî êîíå÷íîãî ïðîìåæóòêà. Òàêèå ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ ôèíèòíûìè.
Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå λ cos λx = d

dx(sin λx) è èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïî-
ëó÷àåì

U(λ) =

√
2

π

∞∫

0

sin λx(βu(x)− u′(x)) dx.

Ñîãëàñíî ôîðìóëå îáðàùåíèÿ äëÿ sin-ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, èìååì

u′(x)− βu(x) = −
√

2

π

∞∫

0

sin λxU(λ) dλ.

Ïîñëå ýòîãî u(x) ìîæíî îïðåäåëèòü, ðåøàÿ ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå. Ïðèìåíÿÿ ìåòîä èíòåãðèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ, óñòàíàâëèâàåì
ðàâåíñòâî

d

dx
(exp{−βx}u(x)) = −

√
2

π

∞∫

0

exp{−βx} sin λxU(λ) dλ.
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Ñ÷èòàÿ, ÷òî β > 0, ïðîèíòåãðèðóåì îò x äî ∞. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
∞∫

x

exp{−βx} sin λx dx = Im




∞∫

x

exp{−βx}eiλx dx


 =

= Im
e−βx+iλx

β − iλ
=

e−βx

β2 + λ2 (β sin λx + λ cos λx),

óñòàíàâëèâàåì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó îáðàùåíèÿ

u(x) =

√
2

π

∞∫

0

λ cos λx + β sin λx

β2 + λ2 U(λ) dλ. (7.3)

Çàìåòèì, ÷òî ïîêà îíà óñòàíîâëåíà ëèøü ïðè β > 0.

Çàäà÷à 7.14. Óñòàíîâèòü íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ñïðàâåäëèâîñòü
ôîðìóëû 7.3 ïðè β < 0.

Çàäà÷à 7.15. Íàéòè (Gu′′)(λ) äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ G, îïðåäåëåííîãî â
ïðåäûäóùåì ïðèìåðå.

Îòâåò. (Gu′′)(λ) =
√

2
πλ(−u′(0) + βu(0))− λ2(Gu)(λ).

7.5 Ìíîãîìåðíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

Àíàëîãè÷íî îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ ìíîãîìåðíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äëÿ
ôóíêöèé íà Rn îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

(Ff)(y) =
1

(2π)n/2

∫

Rn

f(x)e−i(x,y) dx,

ãäå x, y ∈ Rn, (x, y) =
n∑

j=0
xjyj. Êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ïðîñòðàí-

ñòâî áûñòðî óáûâàþùèõ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé S(Rn)

îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî âñåõ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíê-
öèé f(x) íà Rn, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

sup
x
|xα∂βf(x)| < ∞
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äëÿ ëþáûõ ìóëüòèèíäåêñîâ α = (α1, α2, ..αn), β = (β1, ...βn), ãäå xα =

xα1
1 , ...xαn

n .

Äàëüíåéøèå ñâîéñòâà ìíîãîìåðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñôîðìóëè-
ðóåì â ôîðìå óïðàæíåíèé.

Çàäà÷à 7.16. Åñëè f(x) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó S(Rn), òî äëÿ ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñïðàâåäëèâû îïåðàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ

(F∂αf)(y) = (iy)α(Ff)(y), (∂α(Ff)(y) = (F(−ix)αf)(y).

Çàäà÷à 7.17. Äîêàçàòü, ÷òî îäíîìåðíîå ïðåîáðàçîâàíèå ôóðüå Fxj→yj
âçà-

èìíî îäíîçíà÷íî è âçàèìíî íåïðåðûâíî îòîáðàæàåò S(Rn) íà ñåáÿ, ïðè÷åì
îáðàòíîå îòîáðàæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

(F−1g)(y1, ...xj, ...yj) =
1√
2π

+∞∫

−∞
g(y)eixjyj dyj.

Çàäà÷à 7.18. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãîìåðíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ îäíîìåðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé:

Fx→y = Fx1→y1
Fx2→y2

...Fxn→yn

è, ñëåäîâàòåëüíî, âçàèìíî îäíîçíà÷íî è âçàèìíî íåïðåðûâíî îòîáðàæàåò
S(Rn) íà ñåáÿ. Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

(F−1f)(y) =
1

(2π)n/2

∫

Rn

f(x)ei(x,y) dx,

Ìåòîä êîìïîçèöèè ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îïðåäåëåíèÿ íîâûõ èíòå-
ãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé â òîì ñëó÷àå, åñëè ÷àñòü ïåðåìåííûõ ìåíÿåòñÿ íà
ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè, à îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ïåðåìåííûõ ìåíÿåòñÿ íà âñåé
îñè. Îãðàíè÷èìñÿ, íàïðèìåð, ñëó÷àåì ÷åòâåðòè ïëîñêîñòè. Òîãäà ìîæíî
ðàññìîòðåòü ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ:

Fs,x1→y1
Fs,x2→y2

, Fc,x1→y1
Fs,x2→y2

, Fc,x1→y1
Fc,x2→y2

.

Çàäà÷à 7.19. Äëÿ ââåäåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé âûâåñòè ôîðìóëû ïðåîáðà-
çîâàíèÿ ôóíêöèè 4f .
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7.6 Ïðèìåíåíèå èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ê îä-
íîìåðíîìó óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè

Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè íà âñåé îñè

Ïðèìåð 7.10. Ïðèìåíÿÿ èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ðåøèòü
íà÷àëüíóþ çàäà÷ó {

ut = a2uxx x ∈ R, t > 0

u|t=0 = ϕ(x).

Ðåøåíèå. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ϕ ∈ S(R). Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî
çàäà÷à èìååò ðåøåíèå u(x, t), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì u, ut, ux, uxx ∈
S(R) ïðè t ≥ 0. Äàííûé ôàêò ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îïåðà-
öèîííûå ñîîòíîøåíèÿ

ût = (û)t, ûxx = Fx→yuxx = −y2û

è áóäåò îáîñíîâàí â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è.
Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå óñòàíàâëèâàåì, ÷òî û(y, t)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè
{

d
dt û = −a2y2û

û|t=0 = ϕ̂(y).

Ïðèìåíÿÿ ìåòîä èíòåãðèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ, óñòàíàâëèâàåì, ÷òî
d

dt
(ûea2y2t) = 0.

Â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷àåì äëÿ û ñëåäóùóþ ôîðìóëó

û(y, t) = ϕ̂(y)e−a2y2t.

Èç ýòîé ôîðìóëû â ñèëó ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé óæå ñëåäóåò, ÷òî
û(y, t) ∈ S(R) ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî t ≥ 0. Òåì ñàìûì îáîñíîâàíû
ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ.

Ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è ïîëó÷àåòñÿ ïî ôîðìóëå îáðàùåíèÿ ïðåîáðà-
çîâàíèÿ Ôóðüå è èìååò âèä
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u(x, t) =
1√
2π

+∞∫

−∞
ϕ̂(y)e−a2y2t eiyx dy. (7.4)

Äëÿ âûâîäà ôîðìóëû Ïóàññîíà ïðåäñòàâèì ϕ̂(y) â ïîñëåäíåé ôîðìóëå â
âèäå èíòåãðàëà è èçìåíèì ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ

u(x, t) =
1

2π

+∞∫

−∞
ϕ(s)

+∞∫

−∞
e−a2y2t eiy(x−s) dy ds.

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ïðèìåðà 7.3 âûâîäèì ôîðìóëó Ïóàññîíà

u(x, t) =

+∞∫

−∞

e−
(x−s)2

4a2t

2a
√

πt
ϕ(s) ds. (7.5)

Ââåäåì ôóíêöèþ

G0(x, t) =
e−

x2

4a2t

2a
√

πt
. (7.6)

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ôîðìóëà Ïóàññîíà 7.6 çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

u(x, t) =

+∞∫

−∞
G0(x− s, t)ϕ(s) ds. (7.7)

Ôóíêöèÿ G0(x− s, t) íàçûâàåòñÿ ÿäðîì Ïóàññîíà.

Çàìå÷àíèå 7.1. Êàæäàÿ èç ïîëó÷åííûõ ôîðìóë èìååò ñâîè ïðåèìóùå-
ñòâà. Ôîðìóëà Ïóàññîíà ïîçâîëÿåò ðàñøèðèòü êëàññ íà÷àëüíûõ äàííûõ.
Ôîðìóëó 7.4 ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ èññëåäîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî
ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ïðè t → +∞.

Çàäà÷à 7.20. Óñòàíîâèòü íàñêîëüêî ñèëüíî ìîæåò ðàñòè ôóíêöèÿ ϕ(x) íà
áåñêîíå÷íîñòè, ÷òîáû ôîðìóëà Ïóàññîíà îïðåäåëÿëà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
òåïëîïðîâîäíîñòè ïðè t ≤ T .

Ïðèìåð 7.11. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó 7.4 , èññëåäîâàòü àñèìïòîòè÷åñêîå
ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ïðè t → +∞.
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Ðåøåíèå. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ϕ(x), à, ñëåäîâàòåëüíî, è ϕ̂(y) ïðèíàäëå-
æàò S(R). Ñíà÷àëà îòìåòèì î÷åâèäíûé ôàêò, ÷òî èíòåãðàë

Iδ(t, x) =
1√
2π

∫

|y|>δ

ϕ̂(y)e−a2y2t eiyx dy

óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå
Iδ(t, x) = O(e−a2δ2t).

Ïîýòîìó îñíîâíîé âêëàä â ðåøåíèå u(t, x) ïðè t → +∞ äàåò èíòåãðàë

Jδ(t, x) =
1√
2π

∫

|y|<δ

ϕ̂(y)e−a2y2t eiyx dy.

Ñ÷èòàÿ δ äîñòàòî÷íî ìàëûì, ìîæíî çàìåíèòü ϕ̂(x) íà åå çíà÷åíèå â
íóëå

ϕ̂(0) =
1√
2π

+∞∫

−∞
ϕ(x) dx.

Îñòàâøèéñÿ èíòåãðàë
1√
2π

∫

|y|<δ

e−a2y2t eiyx dy

ìîæíî çàìåíèòü èíòåãðàëîì

1√
2π

+∞∫

−∞
e−a2y2t eiyx dy, (7.8)

òàê êàê ðàçíîñòü ýòèõ èíòåãðàëîâ èìååò ïîðÿäîê O(e−a2δ2t). Â ñâîþ î÷åðåäü,
èíòåãðàë 7.8, êàê áûëî óñòàíîâëåíî â ïðèìåðå 7.10 ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé

G0(x, t) =
e−

x2

4a2t

2a
√

πt
.

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà

u(x, t) ∼ ϕ̂(0)
e−

x2

4a2t

2a
√

πt
.
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Êîíå÷íî, ïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðèçíàòü ëèøü íàâîäÿùèìè
ñîîáðàæåíèÿìè. Îäíàêî, â ýòîì íàïðàâëåíèè ìîæíî äâèãàòüñÿ äàëüøå.
Ïðåäâàðèòåëüíî çàìåòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

1√
2π

+∞∫

−∞
yne−a2y2t eiyx dy = (−i)n dn

dxn

{
e−

x2

4a2t

2a
√

πt

}
.

Ïîýòîìó, çàìåíèâ ôóíêöèþ ϕ̂(y) â èíòåãðàëå 7.4 åå òåéëîðîâñêèì ðàçëîæå-
íèåì:

ϕ̂(y) ∼
∞∑

n=0

ϕ̂(n)(0)
yn

n!
,

ïîëó÷àåì äëÿ u(x, t) ñëåäóþùèé àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä

u(x, t) ∼
∞∑

n=0

ϕ̂(n)(0)
(−i)n

n!

dn

dxn

{
e−

x2

4a2t

2a
√

πt

}
.

Ïðèâåäåííûé ñïîñîá àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ èíòåãðàëîâ íîñèò
íàçâàíèå ìåòîäà Ëàïëàñà. Åãî îáîñíîâàíèå ìîæíî íàéòè âî ìíîãèõ êíèãàõ.
Ñìîòðèòå, íàïðèìåð, Ì.Â. Ôåäîðþê. Ìåòîä ïåðåâàëà. Ì.: Íàóêà. 1977.

Çàäà÷à 7.21. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

ut = uxx,

óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ u|t=0 = ϕ(x), äëÿ ñëåäóþùèõ ôóíê-
öèé ϕ(x):

a). e−
(x−x0)2

4τ τ > 0, b). xn, c). sin αx, d). eβx cos αx.

Ïðåäëîæèòü äâà ñïîñîáà ðåøåíèÿ: à) ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Ïóàññîíà, b)
èñïîëüçîâàòü äðóãèå ñîîáðàæåíèÿ.

Ïðèìåð 7.12. Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, íàéòè ðåøåíèå íåîäíî-
ðîäíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

∂u

∂t
= a2∂

2u

∂2x
+ f(x, t)

ñ íóëåâûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì

u|t=0 = 0.
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Ðåøåíèå. Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ê óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîä-
íîñòè, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó Êîøè{

∂û
∂t = −a2y2û + f̂(y, t)

û|t=0 = 0.

Åå ðåøåíèå èìååò âèä

û(y, t) =

t∫

0

e−a2y2(t−τ)f̂(y, t) dy.

Àíàëîãè÷íî ïðèìåðó 7.10 ïîëó÷àåì, ÷òî

F−1
y→x(e

−a2y2(t−τ)f̂(y, t)) =

+∞∫

−∞

e
− (x−s)2

4a2(t−τ)

2a
√

π(t− τ)
f(s, τ) ds.

Ïîýòîìó ôîðìóëà Ïóàññîíà äëÿ ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ òåïëî-
ïðîâîäíîñòè ñ íóëåâûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì èìååò âèä

u(x, t) =

t∫

0

+∞∫

−∞

e
− (x−s)2

4a2(t−τ)

2a
√

π(t− τ)
f(s, τ) ds dτ.

Çàäà÷à 7.22. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ

G(x, t|s, τ) =
e
− (x−s)2

4a2(t−τ)

2a
√

π(t− τ)
(7.9)

ïðè ôèêñèðîâàííûõ s, τ è ïðè t > τ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ òåïëîïðî-
âîäíîñòè

∂G

∂t
= a2∂

2G

∂2x
.

Íå ïðîòèâîðå÷èò ëè ýòîò ôàêò ðåçóëüòàòó ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà?
Ôóíêöèÿ G(x, t|s, τ), ïðîäîëæåííàÿ íóëåì ïðè τ ≤ t, íàçûâàåòñÿ ôóí-

äàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè.
Ïðèìåð 7.13. Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, äîêàçàòü, ÷òî ôóíäà-
ìåíòàëüíîå ðåøåíèå G(x, t|s, τ) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì óðàâ-
íåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

∂G

∂t
= a2∂

2G

∂2x
+ δ(x− s)δ(t− τ),

ðàâíûì íóëþ ïðè t < τ.
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Ðåøåíèå. Åñòåñòâåííî, çäåñü ïðîèçâîäíûå ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå îáîá-
ùåííûõ ôóíêöèé. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé s = 0. Ïðèìåíÿÿ ïðåîá-
ðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïåðåìåííîé x ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó äèôôåðåíöè-
àëüíîìó óðàâíåíèþ äëÿ Ĝ:

∂Ĝ

∂t
= −a2y2Ĝ +

1√
2π

δ(t− τ). (7.10)

Èñïîëüçóÿ èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü ea2y2t ïðèâåäåì óðàâíåíèå 7.10 ê âè-
äó

∂Ĝea2y2t

∂t
=

ea2y2τ

√
2π

δ(t− τ).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî δ(t− τ) = d
dtη(t− τ), ãäå η(t) =

{
1, ïðè t > 0,

0, ïðè t < 0,
ïîëó÷àåì,

÷òî
Ĝ =

ea2y2(τ−t)
√

2π
η(t− τ).

Ïîñëå ýòîãî ïðèìåíåíèå ôîðìóëû îáðàùåíèÿ ïðèâîäèò ê íóæíîìó ðåçóëü-
òàòó.

Çàìå÷àíèå 7.2. Òåïåðü ìîæíî îòâåòèòü íà âîïðîñ â ïðåäûäóùåì ïðè-
ìåðå ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íåò, íå ïðîòèâîðå÷èò. Íî íåëüçÿ äèôôåðåí-
öèðîâàòü ïîä çíàêîì èíòåãðàëà â îáû÷íîì ñìûñëå. Äèôôåðåíöèðîâàíèå
â ñìûñëå îáîáùåííûõ ôóíêöèé íå ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Çàìå÷àíèå 7.3. Îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ δ(x−s)δ(t−τ) èíòåðïðåòèðóåòñÿ
êàê ìãíîâåííûé òî÷å÷íûé èñòî÷íèê òåïëà â òî÷êå x = s, äåéñòâóþùèé
â ìîìåíò âðåìåíè t = τ . Ïîýòîìó ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå íàçûâà-
þò ôóíêöèåé âëèÿíèÿ ìãíîâåííîãî òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà, ò. å. ôóíäà-
ìåíòàëüíîå ðåøåíèå G(x, t|s, τ) îïðåäåëÿåò ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû
ïðè òàêîì èñòî÷íèêå. Ïðåäñòàâëÿÿ èñòî÷íèêè òåïëà êàê ñóïåðïîçèöèþ
òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ

f(x, t) =

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞
δ(x− s)δ(t− τ)f(s, τ) ds dτ
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ïîëó÷àåì ðåøåíèå êàê ñóïåðïîçèöèþ ôóíêöèé âëèÿíèÿ ñ òîé æå ïëîòíî-
ñòüþ

u(x, t) =

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞
G(x, t|s, τ)f(s, τ) ds dτ.

Ñ÷èòàÿ, ÷òî èñòî÷íèêè òåïëà ðàâíû íóëþ ïðè t < 0 è ó÷èòûâàÿ, ÷òî
ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå ðàâíî íóëþ ïðè τ > t, âûâîäèì

u(x, t) =

+∞∫

−∞

t∫

0

G(x, t|s, τ)f(s, τ) ds dτ.

Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé Ïóàññîíà äëÿ ðåøåíèÿ íåîä-
íîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñ íóëåâûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì. Êîíå÷íî, ïðèâåäåí-
íûå ðàññóæäåíèÿ íîñÿò ýâðèñòè÷åñêèé õàðàêòåð, íî ìîãóò áûòü ñòðîãî
îáîñíîâàíû â ðàìêàõ òåîðèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé.

Ïðèìåð 7.14. Äîêàçàòü, ÷òî ÿäðî Ïóàññîíà G0(x− s, t) ïðè t > 0 ÿâëÿ-
åòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

ut = a2uxx

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
u|t=0 = δ(x− s).

Ðåøåíèå. Îãðàíè÷èìñÿ äîêàçàòåëüñòâîì ðàâåíñòâà

G0(x− s, 0) = δ(x− s),

êîòîðîå ñëåäóåò ïîíèìàòü â ñìûñëå ñõîäèìîñòè îáîáùåííûõ ôóíêöèé

lim
t→+0

G0(x− s, t) = δ(x− s).

Íàïîìíèì, ÷òî ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ïðîáíîé ôóíêöèè f(x)

äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå

lim
t→+0

+∞∫

−∞
G0(x− s, t)f(s) ds = f(x).
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Íî äàííàÿ ôîðìóëà åñòü ñëåäñòâèå òîãî ôàêòà, ÷òî èíòåãðàë
+∞∫

−∞
G0(x− s, t)f(s) ds

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ íà÷àëüíîé
ôóíêöèåé f(x).

Çàäà÷à 7.23. Íàéòè ôîðìóëó Ïóàññîíà äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ íåîäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ íåíóëåâûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì.

Çàäà÷à 7.24. Ïðèìåíèòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ
∂u

∂t
= a2∂

2u

∂2x
+ b

∂u

∂x
+ cu + f(x, t).

Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè íà ïîëóïðÿìîé
Ïðèìåð 7.15. Ðåøèòü íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó{

∂u
∂t = a2 ∂2u

∂2x + cu + f(x, t), 0 < x < +∞,
∂u
∂x |x=0 = α(t), u|t=0 = ϕ(x).

ìåòîäîì èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà âûáåðåì òèï èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Èç ðå-
çóëüòàòà ïðèìåðà 7.7 âûòåêàåò, ÷òî ôîðìóëà cos-ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå
âòîðîé ïðîèçâîäíîé ñîäåðæèò ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå â íóëå ëèøü ïåðâîé ïðî-
èçâîäíîé. Ïîýòîìó â äàííîì ñëó÷àå ñëåäóåò ïðèìåíÿòü cos-ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå.

Äàëåå, çàäà÷ó óäîáíî ðàçáèòü íà òðè áîëåå ïðîñòûå çàäà÷è.

1. Îäíîðîäíîå óðàâíåíèå ñ îäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì è çàäàííûì
íà÷àëüíûì óñëîâèåì{

∂u
∂t = a2 ∂2u

∂2x + cu, 0 < x < +∞,
∂u
∂x |x=0 = 0, u|t=0 = ϕ(x);

2. íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå ñ îäíîðîäíûìè ãðàíè÷íûì è íà÷àëüíûì óñëî-
âèÿìè {

∂u
∂t = a2 ∂2u

∂2x + cu + f(x, t), 0 < x < +∞,
∂u
∂x |x=0 = 0, u|t=0 = 0;
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3. îäíîðîäíîå óðàâíåíèå ñ íóëåâûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì è çàäàííûì ãðà-
íè÷íûì óñëîâèåì

{
∂u
∂t = a2 ∂2u

∂2x + cu, 0 < x < +∞,
∂u
∂x |x=0 = α(t), u|t=0 = 0.

Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ cos-ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ê êàæäîé èç ýòèõ çàäà÷ ïðè-
õîäèì ê ñëåäóþùèì çàäà÷àì äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé:

1. {
∂û
∂t = −a2y2û + cû, 0 < y < +∞,

û|t=0 = ϕ̂(y).

2. {
∂û
∂t = −a2y2û + cû + f̂(y, t), 0 < y < +∞,

û|t=0 = 0.

3. 



∂û
∂t = −a2y2û + cû−

√
2
πα(t), 0 < y < +∞,

û|t=0 = 0.

Êàæäóþ èç ýòèõ çàäà÷ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çàäà÷ó Êîøè äëÿ ëèíåé-
íîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Îáîçíà÷èâ ðåøåíèÿ
ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç û1, û2, û3, èìååì

1.
û1(y, t) = ϕ̂(y) exp{−a2y2t + ct};

2.

û2(y, t) =

t∫

0

exp{(−a2y2 + c)(t− τ)}f̂(y, τ) dτ ;

3.

û3(y, t) = −
√

2

π

t∫

0

exp{(−a2y2 + c)(t− τ)}α(τ) dτ.
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Òåïåðü äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèé u1(x, t) u2(x, t), u3(x, t) ñëåäóåò âîñïîëü-
çîâàòüñÿ ôîðìóëîé îáðàùåíèÿ äëÿ cos-ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ôîðìóëû.

1.

u1(x, t) =

√
2

π

∞∫

0

ϕ̂(y) exp{−a2y2t + ct} cos yx dy; (7.11)

2.

u2(x, t) =

√
2

π

∞∫

0

t∫

0

exp{(−a2y2 + c)(t− τ)}f̂(y, τ) dτ cos yx dy; (7.12)

3.

u3(x, t) = −2

π

∞∫

0

t∫

0

exp{(−a2y2 + c)(t− τ)}α(τ) dτ cos yx dy; (7.13)

Ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ñóììîé uj:

u(x, t) = u1(x, t) + u2(x, t) + u3(x, t).

Ïðèìåð 7.16. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (7.11) - (7.13), âûâåñòè ôîðìóëû
Ïóàññîíà.

Ðåøåíèå. Èñïîëüçóåì âû÷èñëåííûé â ïðèìåðå 7.8 èíòåãðàë

I(x, t) =

+∞∫

0

e−a2y2t cos yx dy =

√
π

2a
√

t
e−

x2

4a2t .

Òîãäà äëÿ u3(x, t) ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

u3(x, t) = − 1

a
√

π

t∫

0

e
− x2

4a2(t−τ)

√
t− τ

ec(t−τ)α(τ) dτ. (7.14)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ u1(x, t) çàìåíÿåì ϕ̂(y) èíòåãðàëîì cos-ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôó-
ðüå. Âîçíèêàþùèé ïðè ýòîì èíòåãðàë

J(x, s, t) =

+∞∫

0

e−a2y2t cos yx cos ys dy
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âûðàæàåòñÿ ÷åðåç I(x, t) ñëåäóþùèì îáðàçîì

J(x, s, t) =
1

2
(I(x + s, t) + I(x− s, t)).

Ïîýòîìó
J(x, s, t) =

√
π

4a
√

t
(e−

(x+s)2

4a2t + e−
(x−s)2

4a2t ).

Âñëåäñòâèå ýòîãî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

u1(x, t) =
ect

2a
√

πt

∞∫

0

(
e−

(x+s)2

4a2t + e−
(x−s)2

4a2t

)
ϕ(s) ds. (7.15)

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì

u2(x, t) =

t∫

0

ec(t−τ)

2a
√

π(t− τ)

∞∫

0

(
e
− (x+s)2

4a2(t−τ) + e
− (x−s)2

4a2(t−τ)

)
f(s, τ)(s) ds dτ. (7.16)

Çàäà÷à 7.25. Ðåøèòü ìåòîäîì èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñëåäóþùóþ
íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó

{
∂u
∂t = a2 ∂2u

∂2x + cu + f(x, t), 0 < x < +∞,

u|x=0 = α(t), u|t=0 = ϕ(x).

Ïðèìåð 7.17. Ðåøèòü íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó
{

∂u
∂t = ∂2u

∂2x , 0 < x < +∞,

(∂u
∂x − αu)|x=0 = 0, u|t=0 = ϕ(x).

Ðåøåíèå. Èç ðåçóëüòàòà çàäà÷è 7.15 ñëåäóåò, ÷òî íóæíî ïðèìåíèòü èí-
òåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå G, îïðåäåëåííîå â ïðèìåðå 7.9 ïðè β = α. Ïðè-
ìåíÿÿ óêàçàííîå ïðåîáðàçîâàíèå ê óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè è íà÷àëü-
íîìó óñëîâèþ, ïîëó÷àåì

∂(Gu)

∂t
= −λ2(Gu), (Gu)|t=0 = (Gϕ)(y).

Â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ óñòàíàâëèâàåì, ÷òî

(Gu)(y) = (Gϕ)(y)e−λ2t.
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Ñîãëàñíî ôîðìóëå îáðàùåíèÿ, óñòàíîâëåííîé â ïðèìåðå 7.9, âûâîäèì, ÷òî

u(x, t) =

√
2

π

∞∫

0

e−λ2t(Gϕ)(λ)
λ cos λx + α sin λx

λ2 + α2 dλ.

Ïîñòðîåíèå ôóíêöèé âëèÿíèÿ òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ

Ïðèìåð 7.18. Èñïîëüçóÿ ìåòîä îòðàæåíèÿ, íàéòè ôóíêöèþ âëèÿíèÿ
äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

ut = uxx + f(x, t)

â ñëó÷àå ïîëóáåñêîíå÷íîãî ñòåðæíÿ äëÿ ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ u|x=0 = 0.

Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ âëèÿíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

ut = uxx + δ(x− s)δ(t− τ), u|x=0 = 0

ñ óñëîâèåì u = 0 ïðè t < τ. Ñîãëàñíî ìåòîäó îòðàæåíèÿ â ñëó÷àå ãðàíè÷-
íîãî óñëîâèÿ u|x=0 = 0 ñëåäóåò îñóùåñòâëÿòü íå÷åòíîå ïðîäîëæåíèå íà âñþ
âåùåñòâåííóþ îñü. Ïîýòîìó íà âñåé âåùåñòâåííîé îñè ñëåäóåò ðàññìîòðåòü
óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè ñ íåîäíîðîäíîñòüþ (δ(x−s)−δ(x+s))δ(t−τ),
ò.å. ê ìãíîâåííîìó òî÷å÷íîìó èñòî÷íèêó, ðàñïîëîæåííîìó â òî÷êå s äîáà-
âèòü îòðèöàòåëüíûé èñòî÷íèê â ñèììåòðè÷íîé òî÷êå−s. Ôóíêöèÿ âëèÿíèÿ
äàííûõ èñòî÷íèêîâ èìååò âèä G(x, t|s, τ)−G(x, t|−s, τ). Ïîýòîìó ôóíêöèÿ
âëèÿíèÿ äëÿ ïîëóîãðàíè÷åííîãî ñòåðæíÿ ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì äàííîé
ôóíêöèè íà îáëàñòü x > 0, s > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ âëèÿíèÿ äëÿ
ïîëóîãðàíè÷åííîãî ñòåðæíÿ â ñëó÷àå êðàåâîãî óñëîâèÿ ïåðâîãî òèïà èìååò
âèä

G1(x, t|s, τ) = G(x, t|s, τ)−G(x, t| − s, τ) =

= η(t− τ)
1

2
√

π(t− τ)
(e−

(x−s)2

4(t−τ) − e−
(x+s)2

4(t−τ) ). (7.17)

Ïðèìåð 7.19. Èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ âëèÿíèÿ, çàïèñàòü ôîðìóëó Ïóàññîíà
äëÿ ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ïîëóïðÿìîé x > 0

ut = uxx + f(x, t), u|t=0 = ϕ(x), u|x=0 = 0.
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Ôîðìóëà Ïóàññîíà èìååò âèä

u(x, t) =

∞∫

0

ϕ(s)

2
√

πt
(e−

(x−s)2

4t − e−
(x+s)2

4t ) ds+

+

t∫

0

∞∫

0

f(s, τ)

2
√

π(t− τ)
(e−

(x−s)2

4(t−τ) − e−
(x+s)2

4(t−τ) ) ds dt.

Ïðèìåð 7.20. Ââîäÿ ôóíêöèþ w, "ñíèìàþùóþ"íåîäíîðîäíîñòü â êðàå-
âîì óñëîâèè, íàéòè ôîðìóëó äëÿ ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ
ïîëóïðÿìîé x > 0

ut = uxx, u|t=0 = 0, u|x=0 = f(t).

Ðåøåíèå. Ïóñòü w(x, t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ w|x=0 = f(t). Ïîëàãàÿ
u = v + w, ïîëó÷àåì äëÿ îïðåäåëåíèÿ v ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó

vt = vxx + (wxx − wt), v|x=0 = 0, v|t=0 = −w|t=0.

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà â ñîêðàùåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ
ïîëó÷àåì äëÿ v ôîðìóëó

v(x, t) = −
∞∫

0

w(s, 0)G1(x, t|s, 0) ds+

t∫

0

∞∫

0

G1(x, t|s, τ)(wss(s, τ)−wτ(s, τ)) ds dτ.

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë

Jε(x, t) =

t−ε∫

0

∞∫

0

G1(x, t|s, τ)(wss(s, τ)− wτ(s, τ)) ds dτ.

Âûïîëíèâ èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì

Jε(x, t) =

t−ε∫

0

∂

∂s
G1(x, t|s, τ)|s=0 f(τ) dτ −

∞∫

0

(G1(x, t|s, τ)w(s, τ))|t−ε
τ=0 ds.

Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè ε → +0 ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ

lim
ε→+0

Jε(x, t) =

t∫

0

∂

∂s
G1(x, t|s, τ)|s=0 f(τ) dτ−w(x, t)+

∞∫

0

G1(x, t|s, 0)w(s, 0) ds.
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Ïîýòîìó äëÿ u îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì ôîðìóëó

u(x, t) =

t∫

0

∂

∂s
G1(x, t|s, τ)|s=0 f(τ) dτ.

Çàäà÷à 7.26. Îïðåäåëèâ ôóíêöèþ èñòî÷íèêà, ðåøèòü êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ
ïîëóïðÿìîé x > 0

ut = uxx + f(x, t), ux|x=0 = α(t), u|t=0 = β(x).

Çàäà÷à 7.27. Ðåøèòü êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ïîëóïðÿìîé x > 0

ut = uxx − b2e−kx, u|x=0 = U0 = const, u|t=0 = 0.

Çàäà÷à 7.28. Ðåøèòü êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ïîëóïðÿìîé x > 0

ut = uxx, ux|x=0 = q, u|t=0 = 0.

Ïðèìåð 7.21. Íàéòè ðåøåíèå ñëåäóþùåé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è

ut = uxx, v0t < x < +∞, u(x, 0) = ϕ(x), u(v0t, t) = 0.

Ðåøåíèå. Ââåäåì íîâóþ ïðîñòðàíñòâåííóþ ïåðåìåííóþ ξ = x−v0t, 0 <

ξ < ∞ è íîâóþ ôóíêöèþ v, ïîëàãàÿ

u(x, t) = eαξ+βtv(ξ, t).

Òîãäà
ut = eαξ+βt[(β − αv0)v + vt − v0vξ],

ux = eαξ+βt(αv + vξ),

uxx = eαξ+βt(α2v + 2αv|ξ + vξξ)

è ôóíêöèÿ v(ξ, t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

vt = vξξ + (2α + v0)vξ + (α2 − β + αv0)v.

Ïîëîæèâ α = −v0/2, β = −v2
0/4, ïðèâåäåì åãî ê âèäó

vt = vξξ,
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ïðè÷åì ôóíêöèÿ v äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì

v|t=0 = ϕ(ξ)e(v0ξ/2), v|ξ=0 = 0.

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà, ïîëó÷àåì

v(ξ, t) =

∞∫

0

e(v0s/2)ϕ(s)

2
√

πt
(e−

(ξ−s)2

4t − e−
(ξ+s)2

4t ) ds.

Âîçâðàùàÿñü ê ñòàðîé ôóíêöèè è ñòàðîé ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé,
èìååì

u(x, t) = e(v2
0t−2v0x)/4

∞∫

0

e(v0s/2)ϕ(s)

2
√

πt

(
e−

(x−v0t−s)2

4t − e−
(x−v0t+s)2

4t

)
ds.

Ïðèìåð 7.22. Èñïîëüçóÿ ìåòîä îòðàæåíèÿ, âûðàçèòü ÿäðî Ïóàññîíà
äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè íà îòðåçêå (0, l) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè
òèïà (1,2) â òåðìèíàõ ÿäðà Ïóàññîíà äëÿ âñåé îñè.

Ðåøåíèå. Ñîãëàñíî ìåòîäó îòðàæåíèÿ íóæíî íà÷àëüíóþ ôóíêöèþ ÷åò-
íûì îáðàçîì ïðîäîëæèòü ÷åðåç òî÷êó x = l è çàòåì íå÷åòíûì îáðàçîì
÷åðåç òî÷êó x = 0. Ïîñëå ýòîãî íóæíî îñóùåñòâèòü 4l−ïåðèîäè÷åñêîå ïðî-
äîëæåíèå íà âñþ âåùåñòâåííóþ îñü. Òàê êàê ÿäðî Ïóàññîíà P12(x, s, t) ÿâ-
ëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

ut = uxx

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
u|t=0 = δ(x− s),

òî íóæíî ðàññìîòðåòü íà âñåé îñè óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè ñ íà÷àëü-
íûì óñëîâèåì

u|t=0 =
+∞∑

k=−∞
(δ(x−s+4kl)−δ(x+s+4kl)+δ(x+s−2l+4kl)−δ(x−s+2l+4kl)).

ßäðî Ïóàññîíà P12(x, s, t) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì íà îòðåçîê ðåøåíèÿ äëÿ
âñåé îñè ñ äàííûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

P12(x, s, t) =
1

2
√

πt

+∞∑

k=−∞
(e−

(x−s+4kl)2

4t −e−
(x+s+4kl)2

4t +e−
(x+s−2l+4kl)2

4t −e−
(x−s+2l+4kl)2

4t ).
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Çàìå÷àíèå 7.4. Â îòëè÷èå îò ïîëó÷åííûõ ðàíåå ôîðìóë äëÿ ÿäåð Ïóàñ-
ñîíà äàííàÿ ôîðìóëà óäîáíà ïðè ìàëûõ t ââèäó áûñòðîãî óáûâàíèÿ ÷ëåíîâ
ðÿäà.

Çàäà÷à 7.29. Âûðàçèòü ÿäðà Ïóàññîíà äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè
íà îòðåçêå (0.l) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè òèïà (1,1), (2,1) èëè (2,2) â òåðìèíàõ
ÿäðà Ïóàññîíà äëÿ âñåé îñè.

Çàäà÷à 7.30. Ðåøèòü êðàåâóþ çàäà÷ó

ut = uxx, v0t < x < ∞, t > 0

u|t=0 = 0, u(v0t, t) = µ(t).

7.7 Ïðèìåíåíèå èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ê ìíî-
ãîìåðíîìó óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè

Ïðèìåð 7.23. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû âî âñåì ïðîñòðàíñòâå
R3, åñëè íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì u|t=0 =

f(x, y, z). Ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ íå çàâèñèò îò
z.

Ðåøåíèå. Äëÿ âûâîäà ôîðìóëû Ïóàññîíà ïðåäïîëàãàåì, ÷òî f ∈
S(Rn). Ïðèìåíåíèå èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå F(x,y,z)→(α,β,γ) ê
íà÷àëüíîé çàäà÷å äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

ut = 4u, u|t=0 = f(x, y, z)

ïðèâîäèò ê çàäà÷å Êîøè

û|t = −(α2 + β2 + γ2)û, û|t=0 = f̂(α, β, γ).

Åå ðåøåíèå èìååò âèä

û = f̂(α, β, γ)e−(α2+β2+γ2)t.

ßñíî, ÷òî û ∈ S(Rn) ïðè ëþáîì t ≥ 0.
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Âñëåäñòâèå ôîðìóëû îáðàùåíèÿ ïîëó÷àåì

u(x, y, z, t) =
1

(2π)3/2

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞
f̂(α, β, γ)e−(α2+β2+γ2)tei(xα+yβ+zγ) dα dβ dγ.

Çàìåíÿÿ â ýòîé ôîðìóëå f̂ èíòåãðàëîì, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ôîðìóëå

u(x, y, z, t) =
1

(2π)3

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞
f(ξ, η, ζ)×




+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞
e−(α2+β2+γ2)tei((x−ξ)α+(y−η)β+(z−ζ)γ) dα dβ dγ


 dξ dη dζ.

Âíóòðåííèé òðåõìåðíûé èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì òðåõ èçâåñòíûõ
îäíîìåðíûõ èíòåãðàëîâ:

1

(2π)3

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞
e−(α2+β2+γ2)tei((x−ξ)α+(y−η)β+(z−ζ)γ) dα dβ dγ =

e−
(x−ξ)2+(y−η)2+(z−ζ)2

4t

(2
√

πt)3
.

Ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíî ïðèõîäèì ê ôîðìóëå Ïóàññîíà

u(x, y, z, t) =

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞
f(ξ, η, ζ)

e−
(x−ξ)2+(y−η)2+(z−ζ)2

4t

(2
√

πt)3
dξ dη dζ.

Åñëè íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ íå çàâèñèò îò z, òî è ðåøåíèå íå çàâèñèò îò
z. Ïîýòîìó ñëåäóåò ïðèìåíÿòü äâóìåðíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Ðàñïðå-
äåëåíèå òåìïåðàòóðû â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

u(x, y, t) =

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞
f(ξ, η)

e−
(x−ξ)2+(y−η)2

4t

4πt
dξ dη.

Ïðèìåð 7.24. Â ïðîñòðàíñòâå R3 äåéñòâóþò èñòî÷íèêè ñ ïëîòíîñòüþ
g(x, y, z, t), à íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà ðàâíà íóëþ. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå
òåìïåðàòóðû.

Ðåøåíèå. Ïðèìåíåíèå òðåõìåðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïðèâîäèò ê
çàäà÷å Êîøè

ût = −(α2 + β2 + γ2)û + ĝ(α, β, γ, t), û|t=0 = 0.
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Åå ðåøåíèå èìååò âèä

û(α, β, γ, t) =

t∫

0

e−(α2+β2+γ2)(t−τ)ĝ(α, β, γ, τ) dτ.

Â ðåçóëüòàòå, äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïðèìåðó, ïîëó÷àåì
ôîðìóëó Ïóàññîíà äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ

u(x, y, z, t) =

t∫

0

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞
g(ξ, η, ζ, τ)

e−
(x−ξ)2+(y−η)2+(z−ζ)2

4(t−τ)

(2
√

π(t− τ))3
dξ dη dζ dτ.

Çàäà÷à 7.31. Íàéòè ðåøåíèå ñëåäóþùåé íà÷àëüíîé çàäà÷è âî âñåì ïðî-
ñòðàíñòâå

ut = 4u + (a1∂1 + a2∂2 + a3∂3)u + bu, ut=0 = f(x1, x2, x3).

Ïðèìåð 7.25. Ðåøèòü êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà z > 0

ut = 4u, u|z=0 = f(x, y, t), u|t=0 = 0.

Ðåøåíèå. Áóäåì ïðèìåíÿòü ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå
Fx→αFy→βFs,z→γ, ò.å. sin-ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïåðåìåííîé z è ýêñïî-
íåíöèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî îñòàëüíûì ïåðåìåííûì. Â ðåçóëü-
òàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó Êîøè

ût = −(α2 + β2 + γ2)û +

√
2

/π
γf̂(α, β, t).

Åå ðåøåíèå èìååò âèä

û(α, β, γ, t) =

t∫

0

e−(α2+β2+γ2)(t−τ)

√
2

/π
γf̂(α, β, τ) dτ.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû îáðàùåíèÿ èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è âû-
ðàæàÿ f̂ â ôîðìå èíòåãðàëà, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ôîðìóëå

u(x, y, z, t) =
1

2π3

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

t∫

0

f(ξ, η, τ)×
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


+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

+∞∫

0

e−(α2+β2+γ2)(t−τ)γ sin γz eiα(x−ξ)+iβ(y−η) dα dβ dγ


 dτ dξ dη

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî âíóòðåííèé òðåõìåðíûé èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâå-
äåíèåì òðåõ èçâåñòíûõ îäíîìåðíûõ èíòåãðàëîâ. Ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíàÿ
ôîðìóëà èìååò âèä

u(x, y, z, t) =
z

(2
√

π)3

∫ t

0

dτ

(t− τ)5/2

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞
e−

(x−ξ)2+(y−η)2+z2

4(t−τ) f(ξ, η, τ) dξ dη dτ.

Çàäà÷à 7.32. Ðåøèòü êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà z > 0:

ut = 4u, u|t=0 = f(x, y, z), u|z=0 = 0.

Çàäà÷à 7.33. Ðåøèòü êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà z > 0:

ut = 4u + g(x, y, z, t), u|t=0 = f(x, y, z), u|z=0 = 0.

Çàäà÷à 7.34. Ðåøèòü êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà z > 0:

ut = 4u, u|t=0 = f(x, y, z), uz|z=0 = 0.

Çàäà÷à 7.35. Ðåøèòü êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà z > 0:

ut = 4u + g(x, y, z, t), u|t=0 = f(x, y, z), uz|z=0 = h(x, y, t).

Ïðèìåð 7.26. Ïóñòü D � îáëàñòü âèäà

D = {(x, y, z); 0 < x < a, 0 < y < b, 0 < z < ∞} = (0, a)× (0, b)× (0,∞).

Â îáëàñòè D ðåøèòü êðàåâóþ çàäà÷ó

ut = 4u, u|t=0 = f(x, y, z), u|∂D = 0.

Ðåøåíèå. Ïðèìåíåíèå sin-ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïî ïåðåìåííîé z ïðè-
âîäèò ê ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷å äëÿ û(x, y, ζ, t) = (Fsu)(x, y, ζ, t):

ût =

(
∂2

∂x2 +
∂2

∂y2

)
û−ζ2û, (x, y) ∈ G = (0, a)×(0, b), û|∂G = 0, û|t=0 = f̂(x, y, ζ).
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Îñóùåñòâèâ çàìåíó û = ve−ζ2t, ñâåäåì åå ê íîâîé êðàåâîé çàäà÷å äëÿ v:

vt =

(
∂2

∂x2 +
∂2

∂y2

)
v, (x, y) ∈ G = (0, a)× (0, b), v|∂G = 0, vt=0 = f̂(x, y, ζ).

ßäðî Ïóàññîíà äëÿ äàííîé çàäà÷è èìååò âèä

P (x, y, ξ, η, t) =
4

ab

∞∑

k,l=1

sin
kπx

a
sin

kπξ

a
sin

lπy

b
sin

lπy

b
e−( (kπ)2

a2 + (lπ)2

b2
)t.

Ïîýòîìó ôóíêöèÿ v îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

v(x, y, ζ, t) =

∫

G

∫
P (x, y, ξ, η, t)f̂(ξ, η, ζ) dξ dη.

Ïîñëå ýòîãî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è ñëåäóåò ïðèìåíèòü
ê ôóíêöèè e−ζ2tv sin-ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïåðåìåííîé ζ. Èñïîëüçóÿ
èçâåñòíûé èíòåãðàë

2

π

∞∫

0

e−ζ2t sin zζ sin sζ dζ =
1

2
√

πt
(e−

(z−s)2

4t − e−
(z+s)2

4t ),

äëÿ u ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó

u(x, y, z, t) =

∫ ∞

0

∫

G

∫
P (x, y, ξ, η, t)f(ξ, η, s)

1

2
√

πt
(e−

(z−s)2

4t −e−
(z+s)2

4t ) dξ dη ds.

Çàäà÷à 7.36. Íàéòè òåìïåðàòóðó íåîãðàíè÷åííîé áàëêè ïðÿìîóãîëüíîãî
ñå÷åíèÿ ïðè çàäàííîé íà÷àëüíîé òåìïåðàòóðå, åñëè íà åå ïîâåðõíîñòè
à) ïîääåðæèâàåòñÿ íóëåâàÿ òåìïåðàòóðà;
á) èìååò ìåñòî òåïëîâàÿ èçîëÿöèÿ.

Çàäà÷à 7.37. Ðàññìîòðåòü çàäà÷ó, àíàëîãè÷íóþ ïðåäûäóùåé äëÿ ïîëóî-
ãðàíè÷åííîé áàëêè, êîãäà áîêîâîé òîðåö òåïëîèçîëèðîâàí, à ãðàíè ïîääåð-
æèâàþòñÿ ïðè ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðå.

Äëÿ îáëàñòåé ñ ãåîìåòðèåé, äîïóñêàþùåé ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ, íàè-
áîëåå ïðîñòûì ñïîñîáîì ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ÿäåð
Ïóàññîíà (ôóíêöèé Ãðèíà). Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòîò ïîäõîä íà ïðèìåðå
êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè â ñëó÷àå ïîëóïîëîñû
D = {(x, y); x ∈ (0, a), y ∈ (0,∞}.
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Ïðèìåð 7.27. Ïîñòðîèòü ÿäðî Ïóàññîíà äëÿ óðàâíåíèÿ

ut = 4u

â ïîëóïîëîñå D â ñëó÷àå êðàåâûõ óñëîâèé

uy|y=0 = 0, u|x=0 = 0, ux|x=a = 0.

Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà îòìåòèì ñëåäóþùèé ôàêò: åñëè íà÷àëüíîå óñëîâèå
èìååò âèä

u|t=0 = f(x)g(y),

òî ðåøåíèå u(x, y, t) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ðåøåíèé v(x, t) è w(y, t) ñëå-
äóþùèõ êðàåâûõ çàäà÷:

çàäà÷è äëÿ îòðåçêà (0, 1)

vt = vxx, vx=0 = 0, vx|x=a = 0, v|t=0 = f(x)

è çàäà÷è äëÿ ïîëóîñè (0,∞)

wt = wyy, wy|y=0 = 0.

Îòñþäà ñðàçó æå ñëåäóåò, ÷òî ÿäðî Ïóàññîíà P (x, y, ξ, η, t) èñõîäíîé çàäà-
÷è ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ÿäåð Ïóàññîíà P12(x, ξ, t) äëÿ îòðåçêà [0, a] è
P2(y, η, t) äëÿ ïîëóîñè (0,∞). Èç ïðåäûäóùèõ ðàññìîòðåíèé èçâåñòíî, ÷òî

P12(x, ξ, t) =
2

a

∞∑
n=1

sin
(2n− 1)πx

2a
sin

(2n− 1)πξ

2a
e−

((2n−1)π)2

4a2 t,

P2(y, η, t) =
1

2
√

πt

(
e−

(y−η)2

4t + e−
(y+η)2

4t

)
.

Çàäà÷à 7.38. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è çàïèñàòü ôîðìóëó Ïóàññîíà
äëÿ ðåøåíèÿ â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ èñòî÷íèêîâ òåïëà è íà÷àëüíîé òåìïå-
ðàòóðû.

Åùå îäíà âàðèàöèÿ íà ýòó æå òåìó.

Ïðèìåð 7.28. Íàéòè ôóíêöèþ Ãðèíà äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè
â ñëîå D = R2 × (0, a) â ñëó÷àå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé u|z=0 = 0, uz|z=a = 0.
Çàïèñàòü îáùóþ ôîðìóëó Ïóàññîíà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íà÷àëüíîé ôóíêöèè
f(x, y, z) è ïëîòíîñòè òåïëîâûõ èñòî÷íèêîâ g(x, y, z, t).
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Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ Ãðèíà ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ôóíêöèè Ãðèíà äëÿ
ïðîñòðàíñòâà R2 :

G2(x, y, ξ, η, t, τ) =





e
− (x−ξ)2+(y−η)2

4(t−τ)

4π(t−τ) , t > τ

0, t < τ

è ôóíêöèè Ãðèíà äëÿ îòðåçêà

G12(z, ζ, t, τ) =

{
P12(z, ζ, t− τ), t > τ

0, t < τ
,

ãäå

P12(z, ζ, t) =
2

a

∞∑
n=1

sin
(2n− 1)πz

2a
sin

(2n− 1)πη

2a
e−

(2n−1)2π2

4a2 t

� ÿäðî Ïóàññîíà äëÿ îòðåçêà.
Îáùàÿ ôîðìóëà Ïóàññîíà èìååò âèä

u(x, y, z, t) =

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

a∫

0

G2(x, y, ξ, η, t, 0)G12(z, ζ, t, 0)f(ξ, η, ζ) dξ dη dζ+

+

t∫

0

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

a∫

0

G2(x, y, ξ, η, t, τ)G12(z, ζ, t, τ)g(ξ, η, ζ, τ) dξ dη dζ dτ.

Çàäà÷à 7.39. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â ñëîå ñ òåïëîèçîëèðî-
âàííîé ãðàíèöåé äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íà÷àëüíîé òåìïåðàòóðå è ïëîòíîñòè
òåïëîâûõ èñòî÷íèêîâ.
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